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Introduction 

Entre les scientif iques purs, chercheurs et universitaires, et 1' habitant 
de nos cites dans sa vie quotidienne, existe une categorie de personnes 
qui utilisent la science sous diverses formes et la relient a la vie sociale. 
Appelons ceux-ci les ingenieurs, ce sont eux qui font que les trains circulent, 
que les ponts tiennent, que les avions sont guides. Un tel ingenieur possede 
un savoir efficace, une theorie pertinente qui permet de deboucher ef f ectivement 
sur les actions a entreprendre : conception, dimensionnement, verification. 
Que cette theorie ne soit qu'une approximation, 1' ingenieur le sait, il 
n'a pas pris en compte la structure fine de la matiere et ses controles 
ne sont que statistiques, mais il maitrise les ordres de grandeurs et neglige 
ce qui est negligeable. 

Y aurait-il des questions indecidables ? Notre ingenieur aura tendance 
a considerer que ce sont la des elucubrations purement speculatives sans 
incidences sur la vie reelle qu'il connait et qui est bien decrite par 
les methodes qu'il utilise. 

II n'a raison qu'a demi. Des qu'on pense aux enjeux, a l'interet general 
et a celui de chacun, plusieurs lectures de la realite apparaissent . Ces 
conferences sur l'indecidabilite, peuvent le concerner par analogie entre 
sa situation et celle des mathematiciens. 

En effet, le plus souvent, le mathematicien reste installe dans son 
cadre conceptuel habituel qui est aujourdhui celui de la theorie des ensembles 
et ne voit pas l'interet d'en sortir. Jean Dieudonne ecrit a propos des 
logiciens "Nous, les mathematiciens, comment voyons-nous leur travail ? 
Eh bien, d'une part, ils explorent les possibilites de notre systeme logique 
celui avec lequel nous travaillons, Zermelo-Fraenkel, d'un autre cote - 
et cela nous interesse beaucoup moins - ils elaborent et explorent des 
quantites d'autres systemes logiques. Alors, quand on vient nous parler 
de la logique du premier et du deuxieme ordre, de fonctions recursives 
et de modeles, theories tres gentilles et tres belles qui ont obtenu des 
resultats remarquables, nous, mathematiciens, nous ne voyons aucune objection 



a ce qu'on s'en occupe, mais cela nous laisse entierement fro ids "[J]. Cette 
attitude sereine semble etre une position pertinente. Cependant, lorsqu'un 
mathematicien a rencontre dans la poursuite naturelle de ses recherches 
un probleme difficile, et que ce probleme apres des tentatives infructueuses 
de demonstration et de refutation s'avere indecidable, alors il est convaincu 
qu'on ne peut laisser la logique de cote avec ses fonctions recursives 
et ses modeles, il change de camp, s'interesse a des systemes syntaxiques 
ou semantiques differents (comme celui de 1' analyse non standard qui trouve 
maintenant des applications en mecanique, en physique et en calcul stochastique) 
comme a autant d'outils possibles. 

De meme l'ingenieur ne peut me semble-t-il aujourdhui, ne pas se preoccuper 
du contexte de son activite, des approches differentes, du caractere relatif 
de sa modelisation favorite. 

Quelques mots, en outre, doivent etre dits sur l'interet intrinseque 
du sujet. Ce que dit A.Shenitzer a propos des etudiants en mathematiques 
"Speaking of the deductive method, it is a sad reflexion on the intellectual 
level of mathematical education that, unless he takes courses in logic, 
the mathematics student may get his degree without having heard about Godel 
or about his monumental discovery of the intrinsic limitations of deductive 
method, a discovery widely regarded as one of the greatest intellectual 
accomplishements of the 20th century'o s' applique aussi bien a l'eleve-inge- 
nieur. C'est tout le probleme de la vulgarisation qui se pose alors. La 
logique mathematique est un domaine tres esoterique. Que font les logiciens 
? Je peux apporter un modeste temoignage, je suis alle me promener par 
la-bas et je puis dire qu'ils font des choses difficiles mais passionnantes, 
certainement pas anodines, des questions centrales sont abordees, les methodes 
et les concepts sont forts et eclairants, a tel point qu'une certaine philosophie 
de la representation parait bien vaine a cote. C'est d'ailleurs ce qui 
explique que les logiciens repugnent a vulgariser leurs travaux. Meme 
si leur demarche est tres abstraite, ils ont le sentiment de tenir en main 
du reel bien plus que certains verbiages philosophiques et que les enjeux 



1 Penser les mathmatiques, Seuil 1982. 

2 "Teaching mathematics" in Mathematics tomorrow L.A. Steen , editor Springer 1981. 



des difficulties qu'ils surmontent apparaitront un jour ou 1' autre. 

La question de la vulgarisation se pose avec d'autant plus de force. 
Je pense que les lecteurs trouveront de l'interet a lire dans les exposes 
de Jean-Yves GIRARD et Alain LOUVEAU une sorte de philosophie vivante des 
mathematiques qui est simplement la vision fraiche de chercheurs de haut 
niveau dans leur propre champ. 

Nicolas Bouleau 



La formalisation des mathematiques 

Nicolas Bouleau 

Cette seance a pour but de vous presenter quelques notions introductives 
vous permettant de suivre plus aisement les prochaines conferences. 

Au cours de cet expose je n'ai pas 1' intention de faire des mathematiques, 
je ne ferai aucune demonstration, mais simplement de parler sur les mathematiques. 
Or, il y a beaucoup de fagons d'envisager les mathematiques, en raison 
des differentes ecoles de la philosophie des sciences, et egalement des 
sous-varietes propres a la philosophie des mathematiques (logicisme, formalisme, 
intuitionnisme, platonisme, etc...). Des lors il est bon que je vous previenne 
que ce que je vais dire a plutot tendance a orienter les choses vers le 
point de vue formaliste. Gardez seulement a 1' esprit que ce point de vue 
est loin de mettre un point final a la question Que sont les mathematiques? 

I. Les mathematiques naturelles 

Dans l'antiquite et jusque vers la fin du 18e siecle, les mathematiques 
etaient considerees comme 1' expression des lois de la nature. La chose 
etait d'ailleurs si evidente que les auteurs n'abordent pas cette question 
en elle-meme mais plutot (comme Aristote ou Galilee) la question de savoir 
si tous les phenomenes naturels relevent des mathematiques ou une partie 
seulement. Le sens des symboles mathematiques etait unique et clair. Pascal 
ecrira vers 1660 [qu'on ne puisse tout definir et tout prouver] "c'est 
ce que la geometrie enseigne parf aitement . Elle ne definit aucune de ces 
choses espace, temps, mouvement, nombre, egalite, ni les semblables qui 
sont en grand nombre, parce que ces termes-la designent si naturellement 
les choses qu'ils signifient, a ceux qui entendent la langue, que l'eclair- 
cissement qu'on voudrait faire apporterait plus d'obscurite que d' instruction. 
Car il n'y a rien de plus faible que le discours de ceux qui veulent definir 
ces mots primitifs". Ainsi, si Pascal considere qu'il est mauvais de chercher 
a definir les notions primitives des mathematiques, c'est simplement parce 
qu'il estime que ces notions sont claires. II n' envisage pas que le sens 
de ces notions primitives puisse n' avoir que peu d' importance pour les 
mathematiques elles-memes. Le premier penseur qui s'est rendu compte que 
le fait que les mathematiques nous apprenaient quelque chose sur la nature 
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faisait probleme si on le rapprochait du caractere rigoureux du raisonnement 

mathematique, est incontestablement Kant. La solution qu'il propose pour 

resoudre cette difficulty a savoir 1' introduction de la celebre categorie 

des jugements synthetiques a priori, nous apparait aujourd'hui un peu comme 

une clause ad hoc, mais c'est qu'il etait impossible d'imaginer a cette 

epoque une mathematique qui ne soit pas naturelle. Depuis l'antiquite 

la geometrie etait la branche maitresse des mathematiques et c'est precisement 

dans le domaine de la geometrie que vont naitre de nouvelles idees qui 

vont se developper tout au long du 19e siecle et aboutir a une modification 

radicale de la conception des mathematiques. C'est seulement a partir 

du 19e siecle, que l'on trouve, en reaction a ces nouvelles idees, des 

mathematiciens partisans des mathematiques naturelles. Si Hermite ecrit 

vers 1870 "Je crois que les nombres et les fonctions de 1' Analyse ne sont 

pas le produit arbitraire de notre esprit, je pense qu'ils existent en 

dehors de nous avec le meme caractere de necessite que les choses de la 

realite objective, et nous les rencontrons et les etudions comme les physiciens, 

les chimistes et les zoologistes" , c'est que ceci n'est plus completement 

evident. Que s'est-il produit ? L' apparition des geometries non-euclidiennes. 

II. Naissance du formalisme 

Dans les Elements d'Euclide (3e siecle avant J.C.) l'axiome des paralleles 
est ainsi formule "Si une ligne droite qui en rencontre deux autres forme 
d'un meme cote avec les droites des angles internes dont la somme est moindre 
que deux droits, les deux premieres droites se rencontrent ou leurs prolonge- 
ments du cote ou la somme est inferieure a deux droits". Apres de nombreuses 
tentatives souvent ingenieuses durant des siecles pour demontrer ce postulat 
a partir des autres axiomes, au debut du 19e siecle quelques mathematiciens 
(Bolyai, Gauss, Lobachevski) en etaient arrives a la conviction que les 
autres axiomes ne tranchaient pas entre cette hypothese et son contraire 
et certains d' entre eux affirmaient meme qu'on pouvait a partir d' autres 
postulats et developper tout un ensemble de consequences "Une etrange geometrie, 
tout a fait differente de la notre, entierement coherente en elle-meme" 
dira Gauss vers 1820-1830. Les geometries non-euclidiennes etaient nees, 
on ne pouvait plus considerer la geometrie classique que comme une parmi 
d' autres possibles et Riemann montrera en 1854 que certaines de ces differentes 



geometries planes peuvent se representer dans l'espace comme la geometrie 
des geodesiques d'une surface, de courbure totale positive ou negative, 
demontrant ainsi par un raisonnement de theorie des modeles avant la lettre, 
que ces nouvelles geometries sont aussi fiables que l'ancienne. 

Le developpement de la geometrie va s' intensif ier dans le courant du 
19e siecle (Cayley, Pliicker, Klein et le programme d'Erlangen, Pash, etc...). 
Progressivement emerge l'idee que la validite des raisonnements ne tient 
pas a la clarte du sens des notions primitives mais aux relations algebriques 
qu'elles entretiennent les unes avec les autres. Cayley ecrira en 1859 
"1) Le mot point peut signifier point et le mot droite peut signifier droite, 
2) le mot point peut signifier droite et le mot droite signifier point. 
Nous pouvons par une telle extension comprendre les theoremes correlatifs 
sous un enonce commun. Nous allons dans la geometrie a deux dimensions 
inclure la geometrie spherique, les mots plan, point et droite signifiant 
a cette fin surface spherique, arc (d'un grand cercle) et point (c'est-a-dire 
paire de points opposes) de cette surface spherique". On traitait dans 
cet esprit d'un meme coup un theoreme sur les coniques et le theoreme dual 
obtenu par transformation par polaires reciproques. 

Pash ecrira tres clairement en 1882 dans ses lecons sur la geometrie 
nouvelle "II faut en effet, pour que la geometrie devienne une science 
deductive, que la maniere dont on tire les consequences soit partout inde- 
pendante du sens des concepts geometriques, comme elle doit l'etre des 
figures, seuls sont a prendre en consideration les rapports entre les concepts 
geometriques poses par les propositions et les definitions employees". 
Cantor pourra dire en 1883 "La mathematique est entierement libre dans 
son developpement et ses concepts ne sont lies que par la necessite d'etre 
non contradictoires et coordonnes aux concepts anterieurement introduits 
par des definitions precises". 

Les choses vont assez rapidement a partir de 1880, une floraison de 
geometries apparait et un point culminant est atteint par Hilbert en 1899 
dans ses Fondements de la geometrie ou il etudiera quasiment toutes les 
geometries possibles et montrera 1 ' independance des divers axiomes par 
le moyen d' interpretations . La rigueur de ce travail et la puissance de 
sa generalite (geometries non archimediennes, non arguesiennes, etc.) a 
fortement impressionne les contemporains , il apparaissait difficile d'aller 



plus loin. 

Mais deja la methode axiomatique envahissait d'autres branches des mathe- 
matiques. En 1889, Peano donnait une version de ses celebres neuf axiomes 
de l'arithmetique. Quelques annees auparavant G. Frege proposait dans 
son Begriffschrift (1879) le premier langage completement formalise (dans 
lequel sont introduits pour la premiere fois les quant if i cat eurs existentiels 
et universels) et s'en servait dans ses Grundsetze der Arithmetik (1883) 
pour fonder l'arithmetique sur la logique pure. Apres quelques soubresauts 
dus a la decouverte par Russell en 1901 d'une contradiction (l'antinomie 
de Russell) dans un systeme d'une aussi grande generality que celui de 
Frege, Russell et Whitehead proposaient en 1910 dans leurs Principia mathe- 
matica un systeme formel qui se mettait a l'abri des paradoxes par 1' elimination 
des definitions non predicatives. 

Alors qu'au 19e siecle les mathematiques se presentaient comme plusieurs 
domaines independants geometrie, algebre, theorie des fonctions dont le 
nombre s'etait accru recemment par 1' apparition des geometries non-euclidiennes, 
de la geometrie projective et de la theorie des groupes, apres la publication 
des Principia Mathematica 1' ensemble des theories mathematiques connues, 
depuis la geometrie jusqu'aux nombres transfinis de Cantor, est completement 
unifiee en une seule theorie, dont une forme plus commode utilisee aujourd'hui 
est 1' axiomatique de la theorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel (ZF) . 

III. Le formalisme de la theorie des Ensembles 

Je vais maintenant preciser un peu le formalisme de la theorie des ensembles, 
afin de tenter de vous convaincre en quelques minutes de deux choses pour 
lesquelles on estime generalement qu'elles ne peuvent vraiment s'acquerir 
qu'en au moins un an de pratique personnelle. La premiere que j'exposerai 
sommairement est que le langage de la theorie des ensembles est purement 
formel, on peut meme dire materiel assemblages formes de signes parfaitement 
codifies. La seconde, que je ne ferai qu'evoquer, est que toute pensee 
mathematique du moins la quas i -total it e peut s'exprimer dans ce langage. 

La theorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel s'exprime dans le langage 
de la logique des predicats du ler ordre en posant un certain nombre d' axiomes 
specif iques. La logique des predicats du ler ordre est une theorie logique 
dans laquelle les quantif icateurs V 3 ne peuvent porter que sur des variables 



d'individus et non des variables de predicats (c'est-a-dire de proprietes) . 
Langage du ler ordre 

a) Symboles de variables x,y,z,x',y',z',x",y", z" . . . 

b) Symboles de fonctions 

- fonctions 0-aires ou constantes, 

- fonctions unaires /(),(?()..., 

- fonctions binaires h(,)..., 

- fonctions n-aires h( ,...,).. ., 

c) Symboles de predicats 

- predicats unaires P(), Q()..., 

- predicats n-aires R( , . . . , ) . . . , 

d) Les symboles -i (non) , V (ou) , 3 (il existe) . 

e) Un predicat binaire particulier note =. 

On definit alors les assemblages de signes qu'on appellera termes et 
ceux qu'on appellera formules. 
Termes 

i) une variable est un terme, 

ii) si ui,...,u n , sont des termes et si / est une fonction n-aire alors 
f(ui, . . . ,u n ) est un terme, 
Formules 

a) une formule atomique est un assemblage de la forme P(a\, . . . ,a n ) ou 
les Oj sont des termes et P un predicat n-aire. 

b) i) une formule atomique est une formule 

ii) si tp est une formule, —up est une formule 

iii) si tp et ip sont des formules, tp V i[> est une formule, 

iv) si tp est une formule, 3xtp est une formule et de meme en remplagant 

x par une autre variable . 

Abreviations on note A^B pour -iA\ZB, A&Z.B pour ->(A =$■ ->B) , et 

enfin \/xA pour ->3x-iA. 

Logique des predicats du ler ordre 

On appelle ainsi une theorie formalisee utilisant le langage du ler 
ordre plus un certain nombre d'axiomes et de regies d' inference, permettant 
de construire des formules a partir des axiomes, formules qu J on appellera 
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des theoremes . 

Axiomes 

Les formules suivantes sont des axiomes 

1) toute formule de la forme A V ->A ou A est une formule. 

2) Si A(x) est une formule ayant x comme variable libre (non dans le 
champ d'un quantif icateur) et si a est un terme 

A(a) => 3xA(x) 

est un axiome. 

3) Si x est une variable x = x est un axiome, 

4) Si Xi, . . . ,x n ,yi, . . . ,y n sont des variables et / une fonction n-aire 

(xi = y\)k{x 2 = y 2 )& • • • &(£n = y n ) =>• /(^i, . . . , x„) = /(yi, . . . , y„) 

est un axiome. 

5) et de meme si P est un predicat n-aire 

(xi = yi)k{x 2 = y 2 )& • • • &(^n = y n ) => (P(xi, ■ ■ ■ , x n ) => P{y X) ..., y n )) 
est un axiome. 

Regies d' inference 

1) de A on deduit B V A 

2) de A V A on deduit A 

3) de (A V B) V C on deduit AV(BV(7) 

4) de Ay B et de -.A V C on deduit BVC 

5) Si x n'est pas une variable libre de B, 
de A =>- Z? on deduit (3xA) =^ fi . 

Theorie des Ensembles 

Cette theorie utilise un langage du ler ordre sans symbole de fonction. 
Un seul predicat binaire (en plus de =) note G et un certain nombre 
d' axiomes pour le detail desquels je renvoie a Krivine [10] . 
1) Extensionalite : 

\/z(z Ex-^zEy)^-x = y 
11 



2) Regularity (ou fondation) 

^y(y e x) =>■ ^y(y € x & -3z(z e aj&z e y)) 

3) Axiomes de partie : quelque soit la formule A 

est un axiome des que les variables x,y,z sont distinctes et n'interviennent 
pas dans A. 

4) Le schema de remplacement . 

5) L' axiome de 1' ensemble des parties. 

6) L' axiome de l'infini. 

7) (eventuellement) L' axiome du choix. 

Pour ce qui est de voir comment on peut introduire a partir de cela 
toutes les mathematiques, nombres entiers, reels, espaces topologiques, 
etc... je vous renvoie au cours d'analyse de C. WAGSCHAL, en attirant 
seulement votre attention sur le fait que ce cours est redige dans le cadre 
de l'axiomatique de Zermelo qui est plus faible que ZF (le schema de rempla- 
cement y est remplace par l'axiome de comprehension), mais deja suffisante 
pour faire la majeure partie de 1' analyse. 

IV. Formalisation et indecidabilite 

Ainsi nous sommes dans la situation suivante, 1' ensemble des mathematiques 
se presente sous la forme d'un systeme formel ou chaque theoreme n'est 
qu'une consequence purement logique et etrangere a toute intuition sensible 
de certains axiomes. La verite de tel enonce n'etant que relative a ce 
systeme d' axiome, les mathematiques d'un cote se sont unifiees, de 1' autre 
ont perdu tout caractere absolu les theories ne contiennent que ce qu J on 
a mis dedans. Si c'etait la seule conclusion a laquelle avait mene la 
formalisation des mathematiques cela ne serait pas bien interessant. Mais 
ceci a conduit les mathematiciens a considerer et a tenter d'etudier ces 
sortes de jeux que sont les systemes formels eux-memes, et ont decouvert 
des phenomenes curieux auxquels en verite ils ne s'attendaient pas. Ce 
sera l'objet principal de tout ce cycle de conferences. Sans trop deflorer 
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les sujets des autres conf erenciers, je dirai simplement ceci 

A. Syntaxe 

A partir du moment ou toutes les mathematiques avaient ete ramenees 
a des enchainements de signes, il ne devait pas etre bien sorcier de voir 
si ces enchainements, independamment de toute signification attribuee aux 
symboles, peuvent mener a une contradiction, c'est-a-dire a Afo-iA ou non. 
C'est du moins ce qu'a cru Hilbert pendant un temps. Cependant certains 
systemes formels en particulier ceux obtenus a partir de la f ormalisation 
des mathematiques, quoique formes d' enchainements codifies de suites de 
signes qu'on pourrait si l'on veut realiser materiellement en bois par 
exemple ou faire manipuler par un ordinateur, sont d'une telle richesse 
combinatoire, que sur certaines de leurs proprietes plane un doute d'une 
nature particuliere. La these suivante sera precisee et commentee par 
les prochaines conferences "II y a des systemes combinatoires parfaitement 
determines (le hasard en est completement etranger) dont certaines proprietes 
(comme de savoir s'ils sont contradictoires ou non) sont a jamais en dehors 
du champ de la connaissance certaine en tout cas telle qu'elle etait entendue 
au 19e siecle." Cet aspect syntaxique sera illustre et developpe dans les 
conferences de J.Y. GIRARD. 

B. Semantique 

La theorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel est un systeme formel parti- 
culier qui a l'avantage de constituer un cadre conceptuel tres large dans 
lequel les problemes de signification et de modeles des systemes formels 
peuvent etre abordes. Un modele d'une theorie formelle doit etre compris 
comme "une realite" dont la theorie serait la f ormalisation, c'est-a-dire 
comme un univers d'objets et de relations satisfaisant aux lois edictees 
par les theoremes de cette theorie. Un des resultats fondamentaux de la 
theorie des modeles est que les systemes formels ont le plus souvent plusieurs 
modeles on dit qu'ils sont non categoriques . 

Nous utilisons ces systemes en attribuant un sens (le sens usuel) aux 
symboles, mais en fait d' autres significations sont possibles, d' autres 
objets que ceux dont on a voulu formaliser les proprietes satisfont les 
enonces. Par exemple quoique l'on puisse faire toute la theorie classique 
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des nombres reels dans Zermelo-Fraenkel, a partir de tout modele de Zermelo- 
Fraenkel on peut construire un modele denombrable dans lequel evidemment 
la relation d'appartenance et la propriete d'etre denombrable n'ont pas 
le sens habituel. 

De meme il existe des modeles de l'arithmetique de Peano dans lesquels 
il y a des entiers infinis, et ces modeles non-standards trouvent des appli- 
cations interessantes. La theorie des modeles a developpe des concepts 
et des methodes par lesquels nos connaissances de la notion de symbole 
s J est trouvee grandement affinee par rapport a la reflexion speculative 
de l'approche intuitive. 

On peut dire si l'on veut que le mathematicien traditionnel se preoccupe 
de savoir s'il n J a pas designe le meme objet par deux symboles differents 
(c'est ce qu'il fait lorsqu'il pose ou resout une equation) alors que le 
logicien se pose la question de savoir si d'aventure un meme symbole ne 
designerait pas plusieurs choses differentes. 

Cet aspect semantique sera illustre particulierement par 1' expose de 
A. LOUVEAU sur l'hypothese du continu. 
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Le theoreme d'incompletude de Godel 

Jean-Yves Girard 

Le formalisme, c'est-a-dire la position philosophique sur les mathematiques 
dont le representant le plus eminent fut Hilbert, constitue le sujet essentiel 
de cet expose. Plus precisement, nous allons exposer en detail l'ideologie 
formaliste, dont la quintessence est le "programme de Hilbert" (en evoquant 
en contrepoint, une ideologie concurrente, l'intuitionnisme) . Le programme 
de Hilbert avait ceci de particulier qu'il s'agissait d'un programme mathe- 
matique tres precis, tendant a demontrer la justesse de l'ontologie formaliste 
(et non pas une vague succession d' intentions) c'etait surement assez presomp- 
tueux de la part de Hilbert que de vouloir trancher une question philosophique 
par le biais des mathematiques, mais sans doute moins ridicule que 1' inverse, 
a savoir decider une question scientifique au moyen de considerations "philo- 
sophiques" generales. En tout cas, on s' expose a la possibility de refutation, 
car il est bien connu que les conjectures mathematiques peuvent etre demontrees 
(c'est ce qu'esperait Hilbert pour son programme) ou refutees c'est ce 
qu'il advint . En 1931, par son theoreme d'incompletude, Godel refutait 
clairement le programme de Hilbert. Cet expose s'arretera done avec le 
theoreme d'incompletude. La semaine prochaine, nous nous preoccuperons 
de ce qu'il advint apres car si le theoreme d'incompletude a montre la 
faussete des vues hilbertiennes sur les mathematiques, il ne nous a pas 
propose grand-chose a la place, il y a eu des travaux dans la lignee de 
Hilbert, et dont 1' evaluation exacte reste delicate, je pense en particulier 
aux travaux de Gentzen. 

1. La philosophie formaliste 

Les succes de la f ormalisation (voir 1' expose precedent) ont conduit 
a la position philosophique suivante, qui fut celle de Hilbert, mais qui 
a toujours de nombreux defenseurs (notamment en France, voir les Elements 
de Mathematique de Bourbaki) Les mathematiques doivent etre analysees comme 
une activite depourvue de signification, comme, disons, le jeu d'echecs. 
II s'agit, au moyen de regies formelles fixees a l'avance, de construire 
certains assemblages de symboles (les enonces mathematiques et leurs demons- 
trations) . 
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Faut-il en conclure que le formalisme sous-entend une attitude ontologique 
(l'ontologie est la partie de la philosophie qui traite de 1' existence) 
coherente ? il n'en est rien, et nous pouvons facilement distinguer entre 
plusieurs positions formalistes 

1 - D'abord des gens pour qui rien n'existe. Cette position me semble 
dif f icilement conciliable avec l'idee d' analyser les mathematiques comme 

un jeu formel, il semble en effet implicite dans cette idee que les symboles 
formels existent vraiment on est done amene a reconnaitre une certaine 
existence aux assemblages de symboles ainsi obtenus, et une certaine signi- 
fication aux proprietes combinatoires (coherence, etc..) de ces assemblages. 

2 - A 1' oppose se situe le monsieur qui dit au fond, toutes ces questions 
d' existence me passent au-dessus de la tete, je ne veux pas savoir si les 
objets mathematiques existent ou non en tout cas, ce qui est sur, e'est 

le cote purement formel mentionne plus haut. II ne s'agit pas vraiment 
d'une prise de position, mais plutot d'une fuite... 

3 - La position de Hilbert, elle, est nettement plus interessante 

Les seuls objets qui existent pour Hilbert, ce sont des objets finitistes 
(ou encore elementaires) il s'agit la des etres reels dont parlent les 
mathematiques. Quels sont-ils au juste ? Essentiellement les entiers, 
mais aussi les assemblages formels (qui peuvent etre representees par des 
entiers) . 

Parmi les proprietes mathematiques, il en est qui n'ont pas de sens 
(comme par exemple des proprietes qui feraient reference a des objets non 
finitistes), et d'autres qui ont une signification (et que l'on appellera 
encore "reelles", "elementaires", "finitistes"). Ces enonces pleins de 
sens, Hilbert propose de les identifier aux proprietes qui ont lieu pour 
toute valeur des variables. 

Exemples 

\/x(x 2 + 2x + l = (:r + l) 2 ) 

Vx\/y\/z\/n(xyz ^ & n > 2 =>• x n + y n ^ z n ) 

la conjecture de Riemann (dans ce cas, elle n'est pas directement elemen- 
taire, mais on peut la ramener a une identite, d'ailleurs sans interet 
apparent). Parmi ces enonces, il y a les formules de coherence Coh(ZF) 
exprime que la theorie ZF (Zermelo-Fraenkel) est coherente, e'est-a-dire 
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\/tt (n demonstration dans ZF =>- tt ne se termine pas par = 1) 

enfin, ce ne sont pas toutes les demonstrations mathematiques (y compris 
quand elles ne font intervenir que des enonces et des objets elementaires) 
qui seront irreprochables, il faut que les principes utilises dans les 
demonstrations soient particulierement immediats, on parlera alors de demons- 
tration elementaire (ou f initiste) . 

Les mathematiques (et specialement celles du XXe siecle) sont loin de 
se reduire a ce noyau delimite par Hilbert, nous avons des objets abstraits 
(ou ideaux) (pensons aux ultraf iltres, aux espaces de. . . Hilbert). Pour 
Hilbert, ils n' existent pas, de meme les proprietes abstraites (ou ideales) 
n'ont pas de sens, par exemple, la negation d'une identite n'a pas, pour 
Hilbert, de signification, de meme quant aux principes abstraits qui se 
retrouvent dans de nombreuses demonstrations, par exemple, l'axiome du 
choix. Cette distinction entre "reel" et "abstrait" va nous conduire au 
programme de Hilbert . 

2. Le programme de Hilbert 

L'idee de Hilbert est de montrer qu'il est possible, en theorie du moins, 
de se passer des objets abstraits, des enonces abstraits. Voila done le 
programme qu'il se proposait de realiser. 

Soit R une propriete elementaire, etablie a l'aide de methodes abstraites, 
montrer que R peut etre etablie a l'aide de methodes elementaires. 

Ce programme, d'enonce simple, appelle un certain nombre de remarques 

- D'abord, il se place dans une certaine tradition, rappelons-nous le 
theoreme des nombres premiers (Hadamard, de la Vallee-Poussin) , demontre 
au moyen de la theorie des fonctions analytiques, mais qui a ete elementarise 
au XXe siecle, on a trouve des demonstrations plus proches du resultat, 
e'est-a-dire n'utilisant pas de principes abstraits comme des resultats 
generaux sur des fonctions analytiques... Le principe de "purete des methodes" 
dit qu'il est bien, elegant... de se restreindre, lors d'une demonstration, 
a des principes et des enonces en rapport avec la conclusion, une demonstration 
abstraite d'un enonce reel viole la purete des methodes, et le programme 
de Hilbert nous donne done un principe de purete des methodes generalise. 
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- Le programme de Hilbert suppose la completude des mathematiques ele- 
mentaires, en effet, il ne fait pas de doute que toute identite vraie est 
demontrable par des methodes abstraites ad hoc, et done par le programme 
de Hilbert, par des methodes elementaires. D'ailleurs, les formalistes 
attardes utilisent "vrai" pour "demontrable" et "faux" pour "refutable". 
Les phenomenes de completude (e'est-a-dire 1' adequation entre vrai et 
"prouvable") ne sont pas si rares que cela, mentionnons quelques exemples 

- la theorie des corps reels clos est complete, 

- la completude est vraie pour les enonces co-elementaires (negations 
d'enonces elementaires) en fait tout enonce co-elementaire vrai est prouvable 
dans les mathematiques "co-elementaires"... malheureusement , ce n'est 

pas a cette classe-la que Hilbert s'est interesse pour son programme. 

Une demonstration valable du programme de Hilbert ne saurait etre qu'ele- 
mentaire : sinon, on ne pourrait rien conclure, puisque ce qui n'est pas 
elementaire n'a pas de sens... Concretement, la demonstration du programme 
de Hilbert consiste a se placer dans une theorie abstraite (par exemple 
ZF) , et d'y considerer un enonce elementaire, et une demonstration abstraite 
T de cet enonce R, il s'agirait alors, au moyen de transformations elemen- 
taires sur T, d'obtenir une demonstration elementaire T du meme enonce 
R. Ce genre de resultat (dans un autre contexte) n'a rien d'utopique on 
sait par exemple (a l'aide des resultats de Godel sur l'hypothese du continu) 
transformer, au moyen d'un procede tout ce qu'il y a d' elementaire, toute 
demonstration dans ZF+AC+GCH d'un enonce elementaire, en une demonstration 
dans ZF (mais la demonstration n'est pas elementaire, et l'analogie s'arrete 
la...). L'ecole de Hilbert se fit d'abord les dents sur de tout petits 
systemes (fragments de l'arithmetique) , en attendant d'etre a meme de demon- 
trer le resultat pour la theorie des ensembles. Mais Godel donna un coup 
d J arret brutal au programme... 

3. Demonstration de coherence 

Une formulation equivalente du programme de Hilbert, est la recherche 
de demonstrations de coherence elementaires : 

(i) si le programme de Hilbert est realise, supposons que par exemple, 
ZF soit contradictoire, e'est-a-dire demontre 0=1, qui est un enonce 
elementaire, par le programme de Hilbert, cet enonce peut done etre demontre 



par des methodes elementaires mais ces methodes ne sont dites "elementaires" 
que parce que nous n'avons aucun doute en ce qui les concerne, en particulier 
elles ne sauraient mener a une absurdite du genre de = 1 . Nous venons 
ainsi d'obtenir une demonstration elementaire de coherence pour ZF (la 
demonstration elementaire du programme de Hilbert pour ZF, et 1' evidence 
elementaire de la coherence des mathematiques elementaires (si la coherence 
des mathematiques elementaires n'est pas etablie de maniere elementaire, 
ici encore, une application du programme de Hilbert rendra notre demons- 
tration elementaire) ) 

ii) reciproquement , si la theorie ZF est coherente, prenons un enonce 
elementaire, disons le theoreme de Fermat, et supposons l'y avoir prouve; 
si par ailleurs, les entiers a, b, c, ^ et n>2 sont tels que a n + b n = 
c n par exemple si 17 101 +23 101 = 24 101 , alors 1' equation a n +b n = c n serait 
prouvable en theorie des ensembles ZF, ce qui donnerait une contradiction 
dans ZF. Nous venons de donner inf ormellement une demonstration elementaire 
du programme de Hilbert (dans le cas du theoreme de Fermat) , en donnant 
un procede elementaire pour transformer une demonstration non-elementaire 
de Fermat dans ZF en une demonstration elementaire, au moyen d'une demons- 
tration elementaire de coherence de ZF. . . 

4. L'intuitionnisme 

On comprendra mieux le formalisme en parlant de son frere ennemi, l'intui- 
tionnisme, dont le champion fut Brouwer. Les deux theories se rejoignaient 
dans un meme refus du realisme (c'est-a-dire de la philosophie "naive" 
des mathematiques, pour laquelle les enonces mathematiques parlent d'objets 
reels dans un univers ideal a preciser . . . ) . Par contre, les deux theories 
divergeaient radicalement pour ce qui est de 1' analyse de l'activite mathematique. 

- Pour Hilbert, l'activite mathematique est mecanique, pour lui le mathe- 
maticien ideal serait un robot, essayant systematiquement toutes les demonstrations 
elementaires possibles. Tout ce que nous appelons "intuition" n'est rien 

d' autre que ce qui permet au mathematicien de se hausser au niveau de ce 
mathematicien ideal... 

- au contraire, pour Brouwer, l'activite mathematique est un acte createur 
de 1' esprit, qui ne saurait en aucune facon etre mecanise, en particulier, 
pour lui, les mathematiques etaient par essence non f ormalisables. 
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Le systeme intuit ionniste se developpe par des principes logiques totalement 
differents des principes classiques, notamment le refus du principe du 
tiers exclu, tout cela se justifie, suivant Brouwer, en faisant reference 
a un "sujet pensant" qui produit des resultats mathematiques. Une discussion 
approfondie de l'intuitionnisme serait ici hors de propos contentons-nous 
de remarquer que cette theorie, bien qu'extravagante par certains cotes, 
presente une vision de l'activite mathematique moins desolante que celle 
de Hilbert, malheureusement , l'intuitionnisme n'a pas tenu ses promesses. . . 

5. Refutation du programme de Hilbert (1931) 

Le premier theoreme d'incompletude de Godel associe a toute theorie 
coherente T satisfaisant des conditions tres generales, un enonce elementaire 
C, ayant les proprietes suivantes 

- C est vrai 

- C n'est pas demontrable dans T. 

Ceci detruit le programme de Hilbert, car si on prend pour theorie T 
une theorie coherente contenant toutes les mathematiques elementaires, 
(par exemple, on pourrait prendre pour T l'arithmetique de Peano AP) , 1' enonce 
de Godel C est elementaire, demontre par le theoreme de Godel (puisque 
le theoreme dit qu'il est vrai) et la coherence de T, mais sans demonstration 
dans T, done sans demonstration elementaire. 

On trouve plus souvent la reference au deuxieme theoreme d'incompletude, 
qui dit la chose suivante : sous des conditions presque aussi generales 
que celles du premier theoreme, 1' enonce elementaire qui exprime la coherence 
de T n'est pas demontrable dans T. Ce deuxieme theoreme detruit le programme 
sous sa forme "coherence" mais il n'est pas necessaire (sa demonstration 
est plus difficile que celle du premier) a la refutation du programme de 
Hilbert le premier theoreme suffit. 

Le programme de Hilbert est done refute en 1931, mais, par un phenomene 
psychologique bien comprehensible, le formalisme a garde une grande partie 
de ses adeptes : en effet le formalisme presente une vision assez simple 
des mathematiques (le mecanisme, la completude, les objets abstraits comme 
des fagons de parler, mais n'existant pas...), et on sait bien que les 
visions simplistes, reductrices, du monde ont toujours un impact sans commune 
mesure avec leur succes reel. Tout aurait ete bien different si au lieu 



20 



de demolir le programme de Hilbert sans rien mettre a sa place qui ait 
les memes vertus d' attraction, Godel avait trouve une caracterisation simple 
de la prouvabilite en termes de verite, ou le contraire... Nous allons 
maintenant voir d'un peu plus pres ces theoremes d'incompletude. 

6. Le premier theoreme d'incompletude 

Nous allons nous interesser ici uniquement a 1 ' arithmetique de Peano 
AP. La premiere chose est de representer les donnees syntaxiques de AP 
au moyen d'entiers. Cela ne presente theoriquement aucune difficulty, 
vu que le langage, et les constructions qui gravitent autour, forment des 
ensembles denombrables. La bijection que l'on etablit entre enonces et 
N s'appelle numerotation de Godel. Rappelons que le langage de 1' arithme- 
tique est base sur 0, S, +,.,—, < a chacun de ces symboles, ainsi qu'aux 
connecteurs, aux quantif icateurs et aux variables, on attribue un entier 

son nombre de Godel : r n = 1 ; r S n = 3 ; r + n = 5 ; r . n = 7 ; r = n = 9 ; r < 
"I = 11 ; r^n = 13 . r y n = 15 . r & n = yj . r^n = ig . rgn = 2 \ ■ ry^ = 

23 ; r x n n = 25 + In. 

Les nombres de Godel ne sont en rien remarquables ; on pourrait imaginer 
beaucoup d'autres manieres de numeroter les symboles du langage. II ne 
s'agit pas d'entiers qui auraient des relations cachees avec les symboles 
qu'ils representent , je dis cela a cause de l'association qu J on peut etre 
amene a faire avec d'autres "nombres de" (Bernoulli par exemple) . Si Oo, • • • , o n -i 
est une suite d'entiers de longueur n, on introduit un entier r ao, . . . , a„_i n = 
Pi" + ■■■Pn n ~ 1+1 ou Vn designe le n-ime nombre premier, alors r ao, . . . , a n _i n 
determine n uniquement, ainsi que les entiers oo, • • • , On-i ■ 

On sait qu'il est possible, en utilisant la "notation polonaise", c'est- 
a-dire en ecrivant V AB a la place de A\/B, hAB a la place de ASzB , . . . 
d'eliminer les parentheses, et tout enonce du langage apparait comme une 
suite finie de symboles 0, S, . . . ,x n , . . . dans un certain ordre. Si A est 
un tel enonce, on peut done ecrire A = s • • • s m ou s o ■ ■ ■ s m sont des symboles 
0, S, . . . , x n , ... et on posera done r A n = rr So n ) ■ ■ ■ , rs m~ [ ~ [ ■ Une demonstration 
de A dans AP, e'est une suite A ,...,A p d' enonces, telle que A p = A, 
et la suite est batie en respectant les regies d' inference du calcul des 
predicats, et les axiomes de Peano (dont 1' enonce precis ne joue aucun 
role ici). On peut done associer a une demonstration A ,...,A p un nombre 
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de Godel r A~ 1 = rr A ^,..., r A p ^. 

On considere la propriete Dem(d,a) : d est le nombre de Godel d'une 
demonstration de 1' enonce dont le nombre de Godel est a. Nous allons enoncer 
quelques evidences (techniquement , cela demande des notions de recursivite, 
et ce n'est pas du tout evident) 

- Dem(d,a) est une formule de l'arithmetique (on voit bien que les 
regies syntaxiques de formation des enonces et des demonstrations vont 

etre expressibles, au moyen du nombre de Godel, par des proprietes aritnmetiques) 

- surtout des que Dem(d,a) est vrai, il est demontrable dans AP, cela 
peut se voir ainsi : une demonstration est une suite finie de symboles, 

qui verifie un certain nombre de criteres combinatoires que l'on peut verifier 
mecaniquement ; or tout ce qui est mecanique est du ressort de la demons- 
trabilite (je n'ai pas dit que l'on peut decider mecaniquement la demons- 
trabilite dans AP) , c'est-a-dire que le processus mecanique de verification 
qu'un assemblage de symboles est une demonstration peut etre confie a une 
theorie formelle comme AP. En fait les enonces, qui comme Dem(d,a) sont 
prouvables des qu'ils sont vrais, sont les co-elementaires . (On dit plus 
souvent E§) 

L'etape suivante consiste a reproduire le fameux paradoxe du menteur, 
connu depuis l'Antiquite : "je mens" ; a proprement parler, le paradoxe 
du menteur donnerait "je ne suis pas vrai" ; ici nous allons considerer 
"je ne suis pas prouvable", a savoir un enonce A equivalent a \/d-iDem(d, r A~ 1 ) 
en fait on a mieux que Inequivalence A et Vd-iDem(d, r A~ 1 ) sont le meme 
enonce. Un tel enonce A se construit facilement avec un peu plus de technique 
que ce que nous avons introduit . . . Remarquons que A est par construction 
un enonce elementaire (on dit encore n^ ) • 

A n'est pas prouvable dans AP : en effet, si A etait prouvable dans 
AP, on y prouverait A et done Dem(d, r A~ 1 ) pour un certain d ; mais comme 
A est yd-iDem(d, r A~ 1 ) , on obtiendrait une contradiction dans AP done si 
AP est coherente, l'enonce A n'est pas demontrable dans AP. Mais comme 
A est equivalent a sa non-prouvabilite dans AP, et que nous venons de 
voir que A n'est pas demontrable dans AP, il s'ensuit que A est vrai, 
mais non demontrable. Remarquons que rien n'exclut que ->A soit demontrable 
dans AP (sinon notre intuition que les theoremes de AP sont vrais) . Par 
une amelioration due a Rosser (1936) , on peut construire A vrai et elementaire 
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tel que ni A ni ->A ne soient demontrables dans AP. 

Une autre remarque est le resultat suivant, du a Tarski, on ne peut 
pas trouver de predicat de verite dans AP, a savoir d'enonce V tel que 
VC'B' 1 ) <^> (B soit demontrable dans AP) pour tout B il suf f it de ref aire 
la construction de Godel en remplagant 3d Dem(d, r B n ) par V(^~B^) . 

7. Deuxieme theoreme d'incompletude 

Coh(AP) est l'enonce \/d~<Dem(d, r = SO' 1 ) , qui exprime que AP est cone- 
rente ; il est extremement penible de demontrer le premier theoreme d'incom- 
pletude formellement dans AP, mais on y arrive : si AP est coherente, 
A est vrai : l'enonce Coh(kP) =>- A est done demontrable dans AP, et 
comme A n'est pas demontrable dans AP, Coh(AP) ne peut pas etre demontrable 
dans AP, si AP est coherente. L'idee est simple, mais la mise en oeuvre 
mathematique est tres lourde... 

8. Signification des theoremes d'incompletude 

Le resultat de Godel est extremement celebre, d'ailleurs surtout hors 
des milieux mathematiques . Nous avons deja eu 1' occasion de dire que ce 
theoreme n'avait pas affecte de fagon sensible la conception des mathe- 
matiques du mathematicien moyen. La renommee de ce resultat dans des cercles 
non mathematiques vient surtout d'une mecomprehension : on retient 1' imitation 
du paradoxe du menteur, et cela donne quelque chose comme (si on parle 
du deuxieme theoreme, qui a de loin le plus de succes) "une theorie ne 
peut pas se penser elle-meme", ou pire, en extrapolant "la science ne peut 
pas se penser elle-meme". Ce qui est certain, e'est qu'un resultat comme 
le theoreme de Godel appelle naturellement de nombreux commentaires et 
des extrapolations variees : e'est qu'on a 1' impression que son importance 
depasse de loin le strict cadre technique ou il se place... Ceci dit, 
ce n'est pas une raison pour dire n'importe quoi. 

- Quand on dit qu'une theorie ne peut pas se penser elle-meme on fait 
un contresens sur la signification du theoreme, les enonces qui expriment 
dans AP les proprietes de AP, telle la formule Coh(AP) , montrent bien que 
AP peut "se penser elle-meme" ; si on veut dire par la qu'il y a des enonces 
sur AP qui ne sont pas demontrables dans AP elle-meme, il conviendra de 
remarquer qu'il y a aussi des enonces vrais qui ne parlent pas de AP, et 
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qui ne sont pas demontrables dans AP, ainsi que des proprietes vraies de 
AP qui sont demontrables dans AP : 1' accent mis sur la coherence est arbi- 
traire. . . 

- Quand 1' extrapolation va plus loin que les theories formelles, a savoir 
quand on veut faire dire au theoreme d'incompletude quelque chose sur la 
pensee en general, on passe loin de la signification profonde du resultat, 
en effet le theoreme d'incompletude est avant tout un resultat sur la pensee 
mecanique (une theorie formelle) et s'il semble honnete d'extrapoler les 
resultats d'incompletude au domaine de la pensee mecanique (ordinateurs, 
jeux...), appliquer le theoreme d'incompletude a l'activite humaine est 
hautement farfelu, d'ailleurs, quand je dis appliquer, c'est un bien grand 
mot : on cite Godel a la place ou naguere on aurait cite, disons... Mallarme, 
dont les vers enigmatiques renferment, on le sait, tout ce qu'il faut pour 
ce genre de situation : il importe seulement de ne pas melanger les genres 
et de ne pas utiliser les resultats scientif iques sous une forme tellement 
metaphoriques qu'ils en sont devenus meconnaissables. 

Pour resumer, si nous devons dire en une phrase quelle est la signification 
de la refutation par Godel du programme de Hilbert, c'est : 

"il y a des choses qui ne sont pas du ressort du mecanisme." 

Voila ce que disent les theoremes d'incompletude, et ce message est 
repete sous de nombreuses formes techniques, je pense aux theoremes d'indeci- 
dabilite (voir 5eme conference). S'il y a des choses qui ne sont pas du 
ressort du mecanisme, cela veut dire qu'il y a quelque chose de non mecanique 
dans, disons, la pensee mathematique par exemple, la production de nouveaux 
axiomes est necessairement chaotique (vue du point de vue d'un robot) il 
s'agit de parier a chaque etape sur l'etape suivante : il n'est pas question 
de produire des axiomes par une methode reguliere. 



9. Demonstrations de coherence relative & 

Apres le resultat de Godel, il devenait impossible de penser a raisonner 
sur la coherence d'une maniere qui soit epistemologiquement absolument 
convaincante . Comment penser un instant qu'une demonstration de coherence, 
qui utilise plus que l'arithmetique, a une reelle valeur, au niveau de 
la philosophie des mathemat iques. . . En fait ceci ne concerne que les demons- 



J Ce qui suit constitue la 2e conference de J.Y. GIRARD 
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trations de coherence, dans ce qu'elles ont de plus pretentieux : les 
demonstrations de coherence absolue. Par contre, il est une autre categorie 
de demonstrations de coherence, les demonstrations de coherence relative, 
c'est-a-dire des enonces de la forme 

Coh(T) => Coh(V) 

(si T est coherente, alors U l'est). La valeur epistemologique de tels 
resultats est plus limitee, mais par contre, vu que de telles demonstrations 
se font toujours dans les mathematiques elementaires cheres a Hilbert, 
cette valeur epistemologique est incontestable ; par exemple, le resultat 
de 1939 de Godel : Coh(ZF) =>- Coh(ZF + AC + GCH) (coherence relative de 
l'axiome du choix et de l'hypothese du continu par rapport a ZF) montre 
que l'axiome du choix et l'hypothese du continu ne sont pas plus "risquees" 
que la theorie des ensembles ; nous avons ici une vraie reduction. . . De 
la meme maniere, les resultats de Cohen (coherence relative de la negation 
de l'axiome du choix, de la negation de l'hypothese du continu), montrent 
que l'on peut aussi faire des choix opposes qui ne sont pas plus risques. 
Mais ne deflorons pas trop le sujet de la conference d'A. LOUVEAU. 

10. Signification des demonstrations de coherence 

Un mot de Kreisel "les doutes quant a la coherence sont plus douteux 
que la coherence elle-meme" . Au fond, personne ne doute vraiment de la 
coherence de l'arithmetique ; s'il existe un probleme lie aux theoremes 
de Godel, il importe de ne pas dramatiser a l'exces, et de ne pas appliquer 
a ces situations delicates des considerations trop brutales. 

Un des resultats les plus remarquables de Gentzen est son introduction, 
dans les annees 30 du calcul des sequents, et la demonstration pour le 
calcul des sequents, du Hauptsatz (qui est un veritable principe de purete 
des methodes pour le calcul des predicats, c'est-a-dire la logique pure) 
n'est pas sans consequences pour les questions de coherence. Avant de 
parler du calcul des sequents, expliquons comment on peut par exemple utiliser 
le Hauptsatz pour etablir, en un sens presque satisf aisant, la coherence 
des mathematiques elementaires. 

(ARP) l'arithmetique recursive primitive est une bonne formulation des 
mathematiques elementaires ; ce systeme est forme ainsi 
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- il y a un grand nombre (une infinite) de lettres de fonctions, pour 
representer des fonctions combinatoires elementaires (fonctions recursives 
primitives) comme +,.,exp, etc..., et pour chacune de ces fonctions, on 
ecrit des axiomes de definition, par exemple 

2° = 1 

2 Sx = 2 x _|_ 2 X 

- on permet 1' induction (recurrence) sur les enonces de la forme t — 
u, oil ( et u sont des termes , c'est-a-dire sont construits en utilisant 
les lettres de fonction mentionnees plus haut, et des variables. 

Ce systeme est une bonne f ormalisation des mathematiques elementaires ; 
mais est-il coherent ? II y a une demonstration "naive" de la coherence 
de ARP, qui consiste seulement a remarquer que tout theoreme de ARP est 
vrai, par exemple, a montrer que si \fx3y t[x, y] =0 est demontrable dans 
ARP, alors, pour tout x, on peut trouver un y tel que t[x,y] soit egal a 
0. Malheureusement , on voit bien que dans la definition de la verite, 
on utilise des quant if i cat eurs qui nous font sortir de la classe des enonces 
elementaires typiquement, le "on peut trouver y" est un quant if i cat eur 
indesirable. . . Heureusement , le Hauptsatz peut ici etre utilise, on remarque 
d'abord que tous les axiomes de ARP sont de la forme t — u, y compris 
l'axiome (les axiomes en fait) d' induction. Le Hauptsatz nous dit alors 
(c'est un principe de purete des methodes) qu'une demonstration de = 
5*0 se place dans la partie purement equationnelle de ARP, c'est-a-dire 
qu'a partir des equations qui nous servent d'axiomes, utilisant la transitivite 
et la symetrie de l'egalite, on a deduit = 5*0 !. Cette reduction (qui 
utilise le Hauptsatz) de ARP a sa partie equationnelle est faite par des 
moyens purement elementaires. Par contre, il faut demontrer la coherence 
de la partie purement equationnelle (sans logique) de ARP, et pour cela, 
nous avons une fonction de valuation, qui a tout terme clos (sans variable) 
de ARP, associe sa valeur ; bien entendu, cette fonction de valuation ne 
saurait etre parmi les fonctions de ARP. Cette partie de la demonstration 
de coherence de ARP n'est done pas, conformement au theoreme de Godel, 
formalisable dans ARP. La fin de la demonstration est simple, on demontre 
que, si t et u sont des termes clos tels que 1' equation t — u soit demontrable 
dans la partie equationnelle de ARP, alors V(t) =V{u); pour les axiomes 
e'est immediat, et la transitivite, la symetrie de l'egalite, preservent 
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cette propriete. . . En particulier, comme V(0) =0^1 = V(S0), = SO 
n'est pas demontrable dans le calcul equationnel, et done pas demontrable 
tout court dans ARP. 

Nous voyons ici que la partie problematique de la coherence (tout ce 
qui touche aux quantif icateurs) est demontree de maniere elementaire, tandis 
que le theoreme de Godel ne s' applique vraiment qu'a la partie purement 
equationnelle de ARP, pour laquelle nous n'avons pas de doute serieux. 

11. Le calcul des sequents 

II est difficile ici de ne pas evoquer la memoire de Jacques Herbrand, 
mort prematurement en 1931, et dont les travaux (le theoreme de Herbrand) 
prefigurent les resultats de Gentzen. . . 

Pour obtenir son principe de purete des methodes, Gentzen modifie les 
notions de base de la logique : la notion essentielle n'est plus le concept 
d'enonce, mais celui de sequent, Gentzen appelle sequent une expression 
formelle r =)=>• A , ou T et A sont des suites finies d'enonces. La signification 
intuitive de Ai, . . . ,A n ^> B lt . . . ,B m e'est que si tous les A t sont vrais, 
alors un des Bj 1 ' est : 

Al& . . . &A n => Bi V ...B m 

(En particulier, |=>- A veut dire A, et A |=> veut dire ->A, et puis 
le sequent vide j=>- veut dire l'absurdite, e'est-a-dire = 50). Les 
regies du calcul des sequents sont tout a fait remarquables ; on les divise 
en quatre groupes 

(I) AXIOMES 

A^A (A enonce quelconque) 

(II) REGLES STRUCTURELLES 



Aff aiblissement 



r ^ dA J^ gA 



T^A : A ' T,A^A 

Echange 

r j» A', A, B, A" dE V , A, B, T" 4» A 

r 4» A', b, a, A" r,B,A,r'^ a 9 
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Contraction 

(III) REGLES LOGIQUES 

Regies du & 

F^AA T'^B,A' T,A^A T,B^A 

r,F>^ AkB, A, A> & F,AkB^A 9&l T,AkB^A 9& " 

Regies du V 

r j» A A T^B,A T,A^A T>,B^A> 

T^AVB,A T^AVB,A T,T',AWB^A,A' 9 

Regies du => 

T,A^B,A r^A,A T',B^A' 

T^A^B,A ^ T,T',A^B^A,A> 9 ^ 

Regies du -i 



T,A^A T^A,A 



Regles du V 
Regies du 3 



r^nA,A T^A\>A* 

t ¥ a,a r^i^A y 



r 4» VxA, a w r, VxA & a 

T^ ID™ 4 J_a A ■? V / 



r ^ 3xA, a r, 3xA ^ a 

(*) regies restreintes au cas ou x n'est pas libre dans T^A. 

(IV) COUPURE 
[HA T',A^5' 

r,r'4» a, A' 

une demonstration dans le calcul des sequents LK, c'est une suite de se- 
quents (disposee en forme d'arbre) construite a partir des axiomes, au 
moyen des regies (II) , (III) , (IV) . Un mot sur les regies 
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(II) les regies structurelles sont des regies assez anodines : elles 
permettent de faire quelques manipulations combinatoires simples (permu- 
tation, augmentation, identification d'enonces du meme cote du signe ^4>) 

; il importe cependant de ne pas mepriser le pouvoir de la regie de contraction, 

(III) les regies logiques demarquent la genese des enonces ; on parle 
encore de regies genetiques pour la partie (I) (II) (III) de LK (calcul 
sans coupures) , pour cette raison. (Vest une reussite indeniable de Gentzen 
que d' avoir isole, au moyen des sequents de tels principes "purs" de demons- 
tration. 

(IV) la regie de coupure exprime quant a elle la transitivite de la 
notion de consequence logique ; c'est une regie qui correspond a la pratique 
mathematique chaque fois que dans un raisonnement mathematique, vous utilisez 
un resultat general, vous effectuez une coupure ; je donne un exemple simple : 

si on vous demande de calculer 499 2 , il est peu vraisemblable que vous 
effectuiez le calcul il est tellement mieux de faire 

499 2 = 500 2 - 2 x 500 + 1 

Pour cela, vous utilisez un resultat general Vrr (x — l) 2 = x 2 — 2x + 1 
que vous appliquer au cas particulier de 499 ; ce processus se traduit 
par une coupure : soit ix la demonstration classique de l'identite susmen- 
tionnee, alors, on peut obtenir 499 = 500 — 2.500 + 1 ainsi 

71 

(500-l) 2 =500 2 -2.500+l4(500-l) 2 =500 2 -2.500+l w 
'■ Vx O-l) 2 =:r 2 -2:c+l4>(500-l) 2 =500 2 -2. 500+1 9" 

=f» Wx (x - l) 2 = X 2 - 2x + 1 

f> (500 - l) 2 = 500 2 - 2.500 + 1 

Les resultats sur le calcul LK sont les suivants : 

1/ Un resultat attendu, LK est une bonne formulation de la logique, 

autrement dit A est demontrable dans le calcul des predicats (encore : 

A est vrai dans tout modele) si et seulement si ]=>• A est demontrable 

dans LK. 

2/ Le Hauptsatz : si un sequent est demontrable dans LK il est aussi 

demontrable sans coupures, autrement dit la regie de coupure est redondante. 
Le corollaire le plus connu du Hauptsatz, c'est la propriete de la 

sous-f ormule . Gentzen appelle sous-formule de A, A lui-meme et 
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- si A est ->B , les sous-f ormules de B, 

- si A est BhC , B V C , B =>- C , les sous-f ormules de B et/ou de 
C, 

- si A est V:cB[:r], 3xS[x], les sous-f ormules des B[t], ou t est un terme. 
On voit qu'il y a toujours (des que A contient un quantif icateur) , une 
infinite de sous-f ormules distinctes pour A. On a la propriete 

Dans une demonstration sans coupures de T^A, tous les enonces utilises 
sont des sous-f ormules d' enonces apparaissant dans T ou dans A. 

Ce resultat est une consequence des deux remarques suivantes 

- dans les regies (II) et (III) , tous les enonces utilises dans une 
quelconque premisse de la regie, sont des sous-f ormules d' enonces apparaissant 
dans la conclusion, 

- la notion de sous-f ormule est transitive. 

Ce principe, qui est un authentique principe de purete des methodes 
pour le calcul des predicats (a un detail pres il y a des substitutions 
arbitraires de termes pour fabriquer les sous-f ormules, mais on se rappellera 
que l'on peut se ramener a des calculs sans lettres de fonctions, ou les 
seuls termes sont done des variables), nous a permis d'"eliminer les quanti- 
ficateurs" dans ARP. 

Le theoreme de Gentzen est elementaire, e'est-a-dire que Gentzen donne 
un procede effectif pour eliminer les coupures. (II est a remarquer que 
ce procede, quoique effectif, depasse de loin, les capacites theoriques 
des ordinateurs !). En particulier, on peut se demander ce que donne une 
demonstration sans coupures du resultat donne plus haut (sur 499 2 ) : e'est 
tout simplement effectuer le calcul on voit que les demonstrations sans 
coupures ont tendance a devenir longues et betes, e'est la regie de coupure 
qui concentre l'intelligibilite des demonstrations, et e'est pourquoi elle 
correspond a la pratique ; les regies sans coupures, correspondent elles, 
a 1' etude abstraite du raisonnement . Elles sont commodes a etudier, mais 
pas a manier. 

Un mot sur la semantique des regies sans coupures : e'est une semantique 
a trois valeurs (vrai, faux, indetermine) ; les regies (I) (II) (III) sont 
valides pour 1' interpretation : si Ai, ...,A n sont vrais, alors un des 
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enonces Bi, . . . ,B m n'est pas faux. Pour ce type d' interpretation, la regie 
de coupure n'est pas valide, puisque cela exigerait que A non faux implique 
A vrai, autrement dit la regie de coupure caracterise la semantique binaire, 
ou tout est vrai ou faux. . . 

La posterite de Gentzen est impressionnante en theorie de la demonstration 
les theoremes d' elimination des coupures continuent a fournir une grande 
partie de 1' inspiration et de la problematique du sujet... 

12. Demonstrations de coherence pour l'arithmetique 

Gentzen a aussi donne des demonstrations de coherence pour l'arithmetique ; 
ces demonstrations reposent sur un principe additionnel, qui est un principe 
d' induction (recurrence) transfinie. Considerons les polynomes exponentiels, 
construits, a partir de 0, de la somme, et de 1' exponentiation x p ^ ; on 
peut comparer deux tels polynomes par 

P < Q <^> 3n(Vm > n (P(m) > Q(m))). 

On obtient un ordre lineaire qui est un bon ordre (pas de suite infinie 

decroissante) , et que l'on note £ . Gentzen demontre la coherence de AP 

(l'arithmetique de Peano) par induction transfinie jusqu'a e ■ L'idee 

de la demonstration est de repeter ce que nous avons fait pour ARP, c'est-a-dire 

de se ramener a la partie purement equationnelle de AP, qui est trivialement 

coherente ; pour cela, il nous suffirait d'un principe de purete des methodes, 

c'est-a-dire d'une generalisation du Hauptsatz a l'arithmetique. Mais 

le Hauptsatz n'est vrai que pour des systemes sans axiomes (ou des axiomes 

de complexite tres simple comme ARP) ; l'idee est de se ramener a cette 

situation en faisant apparaitre le principe d' induction comme quelque chose 

de purement logiqudj 

On ecrit done les regies 

...r^AW-A...^ r^MM 



T^\/xA[x],A ' r,VxA[x]^A 



4 Ceci est a rapprocher de la maniere dont Bourbaki ecrit l'axiome du choix : par un tour de 
passe-passe, cet axiome devient une consequence purement logique des autres ; l'avantage est que 
cela permet (?) de couper court a des discussions sur le choix des axiomes qui obligeraient a mettre 
'mathematique' au pluriel... 
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T^A[n ],A ■■■T,A[n]^A--- 

T & 3A[x], A T, 3xA[x) fr A 9 

a la place des regies logiques ecrites plus haut pour V et 3 ; observer 
que (Nuj et g3u sont des regies infinies : les demonstrations sont done 
des arbres bien fondes, et on a affaire a une generalisation de la notion 
habituelle de demonstration, qui n'a rien a voir avec la notion de demons- 
tration formelle. (Schiitte, a qui on doit cette formulation, parle de 
systeme "semi-f ormel") . Rappelez-vous la justification du principe d'induction 
comme on a pu vous l'apprendre il y a quelques annees : si A[0] et Vx(^4[x] =>• 
A[Sx]), alors A[0] => A[S0] , done A[S0] , puis A [SO] => A [SSO] ; done A[SS0] 
etc..., autrement dit les sequents A[0], \/x(A[x] =>• AfSx]) |=>- A[n] sont 
prouvables pour tout n, et par la regie (cNuj) , A[0], Vx(A[x] =>• AfS'x]) )=>• 
VxA[x] est demontrable ce qui donne bien une demonstration purement logique 
du principe d' induction usuelle. Mais le calcul semi-f ormel mentionne 
plus haut verifie 1' elimination des coupures, et de plus, si on part d'une 
demonstration (finie) dans l'arithmetique, on obtient finalement une demonstration 
sans coupures du meme sequent, et de hauteur bornee par £ ; en particulier, 
en prenant le sequent |=^>, on voit immediatement qu'une demonstration 
sans coupures de ce sequent (qui se placerait dans la partie equationnelle 
de AP) ne saurait exister ; mais ici, on utilise un principe exterieur 
a AP 1' induction transfinie jusqu'a £ > e'est le tribut qu'il faut payer 
au deuxieme theoreme d'incompletude. 

13. Signification des demonstrations de coherence 

Un mathematicien frangais a dit : "Gentzen, e'est le type qui a demontre 
la coherence de l'arithmetique, e'est-a-dire de 1' induction transfinie 
jusqu'a uj , au moyen de l'induction transfinie jusqu'a £ " • Cette plaisanterie 
exprime tres bien le malaise que l'on ressent devant le resultat de Gentzen : 
qu'est-ce que ces resultats veulent bien dire ? 

1/ A y regarder de plus pres, le travail de Gentzen n'est pas si ridicule 
que cela ; en effet, l'arithmetique, e'est l'induction jusqu'a uj sur des 
enonces arbitraires, alors que dans le travail de Gentzen, comme l'a fait 
remarquer Kreisel, l'induction jusqu'a So n'est utilisee que sur des enonces 
sans quantif icateurs, e'est-a-dire qu'il s'agit d'une induction elementaire. 
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Avec cette remarque, le travail de Gentzen peut tout a fait etre accepte 
comme une generalisation legitime du programme de Hilbert, mais il n'en 
reste pas moins que la valeur epistemologique en reste limitee, si on se 
borne a la question des demonstrations de coherence absolue ; apres tout, 
1' induction jusqu'a uj sur des enonces quelconques est plus pres de notre 
intuition que 1' induction (meme elementaire) jusqu'a e ' 

2/ Comme il n'est done pas possible de considerer les resultats de Gentzen 
comme des demonstrations absolument irrefutables de la coherence, Kreisel 
a propose de leur trouver un contenu positif (independant de considerations 
oiseuses) , e'est-a-dire des corollaires mathematiques indiscutables. Par 
exemple des proprietes de purete des methodes generalisees, telles : 

Si A est demontrable dans AP, il est demontrable en utilisant 1' induction 
transfinie jusqu'a un ordinal < Sq et sur un enonce de complexity moindre 
que A : ce resultat est une application directe du resultat d' elimination 
des coupures pour la c<j-logique. 

3/ Peut-on quand meme essayer de faire plus que de trouver de simples 
"contenus positifs" aux resultats de Gentzen ? II semble que oui : si 
a est un ordinal, on peut definiilj l'exponentielle 2 a , par : 

2° = 1 

2 q+i = 2 a + 2 a 

2 A = sup M<A 2^ (A limite ) 
La "philosophie" du travail de Oentzen, e'est que 

un quantif icateur = une exponentielle 
autrement dit on peut eliminer des quantif icateurs au moyen d'exponentielles 
ordinales, ou le contraire. D'ailleurs, 6q n'est rien d' autre que le premier 
a/w tel que a = 2°, e'est-a-dire le resultat de uo exponentiations... 

Tout cela peut etre rendu plus explicite par le resultat suivant : les 
deux principes suivants sont equivalents dans les mathematiques elementaires 

(1) le fait que tout sous-ensemble de N 2 a une projection sur N. 

(2) le fait que si a est un bon ordre, 2 a est un bon ordre. 

L'interet de cette equivalence est que, dans (1), 1' operation de projection 
n'est pas elementaire ; etant donne X C N 2 , comment determiner les elements 
de pn(X) et de son complementaire sans utiliser d' operations infinies ? 



5 Ne pas confondre ccttc exponentielle ordinale avec l'cxponentiation cardinalc qui elle, est rcliec 
a la notation A B pour designer l'ensemble des applications de B dans A. 
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Par contre, si on connait a, on connait ipso facto 2 a : ce qui fait probleme, 
c'est alors le fait que l'exponentielle preserve le cote bien ordonne des 
ordres lineaires. On a done une mise en relation entre deux approches 
: d J une part une approche "realiste" ou il y a des objets, et surtout 
des constructions infinies, et qui correspond a notre pratique mathematique, 
d'autre part, une approche "elementaire", ou seules un certain type de 
construction est autorise ; certaines proprietes non-elementaires des cons- 
tructions (ici etre bien ordonne) permettent de rendre compte des operations 
non elementaires de l'univers "realiste". 

Tout cela nous engage fortement a chercher une autre ontologie pour 
les mathematiques, e'est-a-dire a chercher les "vrais" objets de la pratique 
mathematique ailleurs que dans notre intuition premiere. L'erreur de Hilbert 
semble etre d' avoir voulu faire des enonces, des proprietes elementaires 
quelque chose de mecanique, alors qu'il apparait clairement que de nouveaux 
principes elementaires (comme 1' induction jusqu'a Sq sur des equations) 
sont sans arret necessites pour rendre compte de la complexite logique 
croissante des mathematiques. Oui, l'univers mathematique se ramene cer- 
tainement a un sous-univers elementaire ; mais ce dernier n'est pas plus 
simple que l'univers tout entier. 
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Indecidabilite de l'hypothese du continu 

Alain Louveau 

1. L'hypothese du continu 

Dans ce troisieme volet sur 1' indecidabilite en mathematiques, je vais 
parler de 1' indecidabilite en theorie des ensembles. Le theoreme d'incompletude 
de Godel, applique a cette theorie, nous assure 1' existence d'enonces ni 
prouvables ni refutables dans cette theorie. Le second theoreme donne 
un exemple de tel enonce celui qui affirme la coherence de la theorie elle-meme. 
Ces resultats sont certainement tres importants du point de vue theorique, 
mais d'un effet tres faible sur la pratique mathematique. Tant que dans 
sa propre pratique, un mathematicien n'a pas rencontre un enonce qu'il 
cherchait a demontrer et qui s'avere indecidabie, les resultats d' indecidabilite 
restent sans effets. Mais les dernieres vingt annees ont vu fleurir, dans 
diverses branches des mathematiques, des resultats d' independance . Et 
c'est de l'histoire de l'un d'entre eux - le plus celebre - que je vais 
parler : l'hypothese du continu. 

A la fin du 19e siecle, le mathematicien Georg Cantor fonde la theorie 
des ensembles par ses travaux sur la notion de cardinalite : deux ensembles 
ont la meme cardinalite si leurs elements peuvent etre mis en correspondance 
biunivoque; C'est la notion naturelle de taille pour les ensembles finis. 
L* extension aux ensembles infinis a des proprietes un peu plus etranges 
par exemple 1' ensemble des entiers, celui des entiers pairs et 1' ensemble 
Q des rationnels ont la meme cardinalite (la plus petite pour les ensembles 
infinis, et qui est notee K ) . Un resultat fondamental de Cantor assure 
qu'un ensemble A n'a jamais la meme cardinalite que 1' ensemble V(A) de 
toutes ses parties. En iterant 1' operation des parties, on construit done 
des ensembles de cardinalites de plus en plus grandes. Ainsi la cardinalite 
de V(N) , notee 2 Ko , et qui est la meme que celle de 1' ensemble K. des 
nombres reels, est plus grande que K , etc... II est naturel de se demander 
s'il y a des cardinalites intermediaires, en particulier s'il existe une 
partie de R n'ayant ni la cardinalite K de N, ni celle de R. Cantor 
ne put construire de tel ensemble, et conjectura que cela devait etre impossible. 
C'est cet enonce "II n'y a pas de partie de R de cardinalite intermediaire 
entreK et 2 U ° , qui est connu sous le nom d'hypothese du continu (la droite 
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reelle, dans les textes anciens, est aussi appelee continu) . 

Ce probleme donna lieu a un grand nombre de recherches, avant 1938, 
annee ou K. Godel apporta une demi-reponse : il n'est pas possible de 
refuter l'hypothese du continu dans la theorie ZFQj- Le resultat est un 
resultat de coherence relative : s'il est possible de trouver une contra- 
diction a partir de la theorie des ensembles augmentee de l'hypothese du 
continu, alors la theorie des ensembles, a elle seule, est deja contradictoire. 
L'hypothese du continu peut done etre consideree comme un axiome supple- 
mentaire "sur". Mais est-ce vraiment un axiome supplementaire (et non 
pas un theoreme) ? La reponse attendit vingt-cinq ans. En 1963, P. Cohen 
prouva que pas plus qu'elle n'est refutable, l'hypothese du continu n'est 
demontrable nous sommes bien en presence d'un enonce indecidable. 

Les demonstrations de Godel et Cohen sont necessairement techniques. 
Je vais cependant essayer d'en donner les idees principales, en commengant 
par degager le principe des demonstrations d'independance : la construction 
de modeles. 

2. Syntaxe et semantique 

Pour illustrer ce qui va suivre, prenons une theorie plus simple, par 
exemple la theorie des corps . Le langage de cette theorie comprend des 
symboles pour +, x,0 et 1. Et les axiomes sont ceux des corps. Considerons 
l'enonce E de ce langage "1 + 1 = 0". Cet enonce est-il demontrable 
ou refutable a partir des axiomes de la theorie des corps ? II s'agit 
d'un probleme combinatoire portant sur des assemblages de symboles. Pourtant 
une premiere reponse, de nature tres differente, vient a 1' esprit. Si 
"1+1 = 0" etait demontrable a partir des axiomes, il serait surement 
vrai dans le corps R, ce qui n'est pas le cas. E ne doit done pas etre 
demontrable. En disant cela, on est passe de 1' aspect syntaxique a 1' aspect 
semantique des theories formelles. Etant donnee une theorie T dans un 
certain langage, on appelle modele de T un ensemble, muni des relations 
et fonctions idoines, specif iees par le langage, et qui satisfait les axiomes 
de la theorie T. Par exemple un modele de la theorie des corps est un corps. 
Une fois que l'on possede cette notion semantique, on introduit naturellement, 



6 ZFC est la theorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel avec axiome du choix e'est la theorie 
axiomatique usuelle de la pratique mathematique. 
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a cote de la notion de consequence syntaxique (existence d'une demonstration), 
une notion de consequence semantique un enonce du langage est consequence 
semantique des axiomes de T s'il est satisfait par tous les modeles de 
T. Le fait que ces deux notions de consequence coincident est un autre 
remarquable resultat de K. Godel, appele le theoreme de completude. II 
a comme consequence qu'une theorie formelle est coherente si et seulement 
si elle admet un modele. Par suite, pour revenir a notre enonce E du langage 
de la theorie des corps, il suffit, pour prouver l'indecidabilite de E, 
de produire deux corps l'un, comme R, dans lequel la negation de E est 
satisfaite, et 1' autre, par exemple Z/2 dans lequel 1' enonce E est satisfait. 

La technique utilisee pour 1 ' independance de l'hypothese du continu 
va etre la meme : produire deux modeles de ZFC, l'un satisfaisant l'hypothese 
du continu, 1' autre sa negation. Avec une difficulty , nous n'allons pas 
construire ces modeles a partir de rien, car ce n'est pas possible en effet, 
ces modeles seraient en particulier modeles de la theorie des ensembles, 
et par le theoreme de completude la construction fournirait alors une preuve 
de la coherence de cette theorie, ce qui n'est pas possible par des arguments 
f ormalisables dans la theorie des ensembles (ce sont les seuls que nous 
allons employer), par le theoreme d'incompletude. Ce n'est pas non plus 
ce que nous cherchons nous voulons etablir une coherence relative a celle 
de la theorie des ensembles. Nous allons done partir d'un modele arbitraire 
de la theorie des ensembles, suppose exister, et construire a partir de 
lui les deux modeles cherches. Bien entendu, ces constructions dependent 
d'une certaine connaissance generale des modeles de la theorie des ensembles. 

3. A quoi ressemble un univers ? 

La theorie des ensembles va intervenir a deux niveaux dans ce qui suit 
d'une part les constructions effectuees vont etre (au moins theoriquement) 
f ormalisables dans cette theorie. D' autre part, les objets construits 
seront (on l'espere) des modeles de la theorie des ensembles. 

II faut done bien separer ces deux niveaux, en particulier en ce qui 
concerne la terminologie. Dans le premier cas, nous parlerons d' ensembles 
intuitifs. Par exemple, un modele de la theorie des ensembles, que nous 
appellerons un univers, est un ensemble intuitif , comme tout modele d'une 
theorie. Et le langage de la theorie des ensembles specif iant une relation 
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binaire, l'univers U est muni d'une telle relation, que nous noterons G* 7 
peut done etre represents comme un graphe du type suivant, ou 



represente la relation G 




Nous appellerons ensembles les elements (intuitifs) de U. Pour illustrer 

la distinction entre ensembles et ensembles intuitifs, considerons le fragment 

suivant de l'univers U 




Dans ce dessin, 1' element c de U est 1' ensemble {a, b} u . II a exactement 
pour elements, au sens de U , les ensembles a et b. Par contre la "patate' 
dessinee est la paire intuitive {a, b} . II y a la un phenomene general 
a chaque element x de U, on peut associer un ensemble intuitif {y : y G 
x} . Cette application est meme injective, par l'axiome d'extentionalite 
que U doit satisfaire. Mais on n'a pas de surjectivite. A un ensemble 
intuitif de points de U ne correspond pas necessairement un point de U 
qui soit relie par G u tres exactement aux points de cet ensemble intuitif. 

Un univers U est caracterise par deux choses d'une part ses ordinaux, 
qui donnent sa hauteur, d' autre part 1' operation V de prise des parties, 
qui fournit l'epaisseur de U. 
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Un ordinal est un ensemble a tel que si x G y G a, alors x G a, et 
si x G a et y G a, alors ou bien x G y, ou bien x = y, ou bien y G x. 
La relation G est done un ordre total sur a, qui est un bon-ordre, e'est-a-dire 
est tel que tout sous-ensemble non vide a un plus petit element pour 1' ordre. 
On obtient, a partir de 1' ensemble vide (qui est un ordinal) tous les ordinaux 
par les operations suivantes : 

Si a est un ordinal, aU{a} est un ordinal, appele le successeur de 
a, 

Si X est un ensemble d' ordinaux, a = {J x€X x es_t un ordinal. 

Par exemple, les premiers ordinaux sont (note aussi 0), puis son successeur 
{0} , note aussi 1, puis {0, {0}} = 2, etc... Le premier ordinal autre 
que qui n'est pas successeur, et qui existe par l'axiome de l'infini, 
est 1' ensemble, note uo , des entiers to — {0, 1, 2, . . .}. 

Ces notions ont un sens dans U (qui est modele de la theorie des ensembles) . 

les premiers , 
ordinaux * 

au sens de U 




A chaque entier correspond un entier n u . Que dire de 1' ensemble intuitif 
{0 U , l u , 2 U , . . .} ? On s'attendrait qu'il corresponde a 1' ordinal cj u . Pourtant 
il n J en est rien en general cet ensemble intuitif peut tres bien ne correspondre 
a rien dans U, et l'ensemble u 11 etre relie a d'autres objets de U (qu'on 
appelle alors entiers non standards de U) . 

Une fois que les ordinaux de U sont connus, on definit pour chaque ordinal 
a de U un element U Q de U par les clauses 

U O = U 

i.e. on obtient U a en prenant,au sens de U, la reunion des Ug deja construits, 
puis l'ensemble des parties de cette reunion. Qu'une telle definition 
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par recurrence soit possible est une propriete f ondamentale des ordinaux. 
Et on peut montrer qu'on obtient ainsi tout l'univers U, au sens suivant : 
un element de U apparait comme element (au sens de U) de l'un des U Q . 

4. La construction de Godel 

Reprenons l'exemple de la theorie des corps et du modele R. Comment, 
a partir de ce modele, en construire un autre ? A priori, nous devons 
choisir une addition et une multiplication. Mais si on veut travailler 
a l'economie, on peut essayer de garder ces operations, et ne changer que 
1' ensemble de base. Et notre souci d'economie nous amene a construire 
le corps Q. (En effet un sous-corps de R doit contenir et 1 done les 
entiers, done les entiers relatifs et leurs inverses, done tous les ration- 
nels. ) 

Essayons la meme idee avec notre univers U. Nous n'allons pas changer 
la relation d'appartenance G u (et done mettre dans U' , avec un element 
x, tous ses elements au sens de G u ) . Les ordinaux de U etant definis 
de fagon tres intrinseque a partir de G u , decidons aussi de conserver 
les ordinaux. Par contre, nous allons essayer de jouer sur 1' operation 
V pour diminuer au maximum 1' "epaisseur" de l'univers. 

Le probleme est done soit x un element de U que nous avons decide de 
conserver dans V . Quelles parties de x (au sens de U) devons-nous egalement 
conserver ? La reponse est fournie par les axiomes de comprehension : 
nous devons mettre dans U' toutes les sous-parties de x qui sont definies 
par des formules (avec parametres mis dans V) . 

Ceci donne l'idee d'imiter la construction inductive des U Q - qui fournit 
U - mais en definissant maintenant des L a avec 

L a +i = {y C u L a | y = {z G u L a & ip(z, Oi, . . . , a n )} u , 

pour une formule tp et des parametres Oi, . . . , a n G u L a }. 

La definition qui precede est incorrecte : 1' ensemble defini est intuitif , 
et doit etre remplace par un element de U, ce qui est possible mais delicat, 
une definition precise des L a peut etre trouvee dans le livre de J.L. 
Krivine [10]. Mais l'idee de la construction de Godel est bien celle que 
nous venons d'indiquer. Et il se trouve que 1' ensemble intuitif, note 
generalement L u , obtenu en conservant tous les elements des L a est bien 
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un univers de la theorie des ensembles, appele univers des ensembles constructibles 
de U. De plus, par sa construction, L u est le plus petit possible parmi 
les univers ayant meme relation d'appartenance et memes ordinaux. Et la 
construction des constructibles, refaite dans L u , fournit de nouveau L u . 

La construction de Godel permet done de demontrer la coherence relative 
d'un enonce de la Theorie des Ensembles, 1 J enonce V = L. Et par la meme 
occasion, de toutes les consequences de cet enonce. Mais on peut prouver 
que parmi les consequences de V = L figure l'hypothese du continu meme 
generalised en "il n'y a pas de cardinality intermediaire entre celle d'un 
ensemble A et celle de V(A)" , ainsi qu'un autre enonce mathematique tres 
discute en son temps, l'axiome du choix. 

5. La construction de Cohen 

Pour construire un modele de la negation de l'hypothese du continu, 
il faut deja savoir construire un modele de V ^ L, et par ce qui precede, 
une diminution de l'univers est inefficace. La methode de Cohen consiste 
a l'augmenter, mais la encore, a l'economie partant d'un univers U (que 
nous pouvons supposer satisfaire V = L) , nous allons adjoindre un objet 
exterieur x, pour fabriquer un nouvel univers U' , mais de fagon que la 
relation G u , restreinte aux elements de U, soit la relation G u de U (un 
peu de la meme fagon que l'on passe de R a C) . Decidons par exemple de 
raj outer une nouvelle partie de x de cj u . Nous allons certainement devoir 
mettre dans U' d'autres objets, par exemple V(x) . Comment s' assurer que 
la plus petite collection \]' ainsi obtenue est un modele de la theorie 
des ensembles ? L'idee de Cohen est de choisir x de fagon a perturber 
U le moins possible on va essayer de donner a a; un minimum de proprietes 
"particulieres" si une propriete des parties de c<j u est vraie dans U de 
"presque toutes" les parties de cj u , alors elle sera vraie dans IP de x. 
La mise en forme mathematique de cette idee est delicate, mais fournit 
un modele IF dans lequel x n'est pas constructible : on prouve ainsi la 
coherence relative de V / L. La construction de Cohen a l'avantage de 
pouvoir etre appliquee pour fournir un grand nombre de modeles differents. 
Par exemple, en ajoutant beaucoup de nouvelles parties de cj u a U, on peut 
obtenir un modele H' dans lequel P(u; u ) u a une cardinality intermediaire 
entre celle de cj u et celle de P(a; u ) u , e'est-a- dire un modele dans lequel 
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la negation de l'hypothese du continu est satisfaite. L' etude des modeles 
qui sont produits par la methode de Cohen a permis, durant ces vingt dernieres 
annees, de montrer qu'un grand nombre d'enonces mathematiques sont indecidables, 
touchant (de maniere tres inegale) de nombreuses branches des mathematiques. 

6. Et l'hypothese du continu ? 

La reponse apportee par Godel et Cohen au probleme de Cantor est definitive. 
Mais elle n'est pas necessairement convaincante . Godel lui-meme n'en etait 
pas du tout satisfait cette reponse indique en effet plutot les limites 
de la f ormalisation, et une reponse par vrai ou faux est envisageable, 
a condition d'augmenter les axiomes de la theorie des ensembles. On pourrait 
bien sur aj outer comme axiome l'hypothese du continu elle-meme, ou sa negation. 
Mais que choisir ? Une autre possibility serait de prendre comme nouvel 
axiome l'enonce de Godel V = L. C'est un enonce qui a de nombreuses consequences 
interessantes, mais il a le defaut de "diminuer" l'univers d' etude, ce 
qui, ne serait-ce que d'un point de vue methodologique, n'est pas du tout 
satisf aisant . On peut imaginer que l'on propose un jour un nouvel axiome, 
a la fois naturel et intuitivement vrai, qui resolve l'hypothese du continu, 
et que la pratique mathematique d'alors en fasse l'une des "realites mathematiques 1 
indiscutees. En attendant, on se trouve place devant une pluralite de 
choix (et ce, pas seulement pour l'hypothese du continu), avec laquelle 
nous devons bien vivre. 
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Sur la calculabilite effective, exemples 

Nicolas Bouleau 

I. Systemes formels 

Le systeme formel le plus simple est le "systeme des allumettes" . il 
est constitue d'un seul signe I et ses assemblages sont des groupes finis 
de ce signe repete I, II, III, IIII, IIIII,... 

L'arithmetique des entiers naturels decrit des lois de ce systeme formel, 
elle-meme formalisee suivant un systeme formel : l'arithmetique de Peano. 

C'est une theorie du ler ordre (cf. ler expose). 
Langage du ler ordre 

a) constante 

b) f onction unaire S (successeur) , f onctions binaires + et . 

c) predicat binaire < 
Axiomes . 

PI. Sx^O 

P2 . Sx = Sy =>- x = y 

P3. x + = x 

P4. x + Sy = S(x + y) 

P5. x.0 = 

P6. x.Sy = (x.y) + x 

P7. ^(x<0) 

P8. x<Sy^x<y\/x = y 
et le schema d' axiomes suivant 

P9. Si A(x) est une formule admettant x pour variable libre 

A(0) k \/y(A(y) =► A(S(y)) => VxA(x) 

Est-ce que les theoremes de cette theorie sont vrais ? Si l'on regarde 
ce que signifie tel theoreme pour notre systeme des allumettes et si on 
effectue sur ces dernieres les operations indiquees on constate que qa. 
marche. Par ses consequences dans toutes les mathematiques, dans la physique 
et en informatique on peut dire que cette theorie est de loin celle qui 
a ete le plus severement testee. 

Une fois convaincu de cela il reste cependant deux questions importantes 

1°) A-t-on en recueillant tous les theoremes de cette theorie, toutes 
les proprietes vraies des allumettes qui peuvent s'exprimer dans le langage 
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utilise ? 

2°) Existe-t-il un moyen mecanique de savoir si une propriete des allumettes 
exprimee en ce langage est consequence des axiomes ou non ? 

Je vais tenter de faire comprendre intuitivement comment dans les annees 
trente, les logiciens (Turing, Godel, Church, Kleene, etc.) ont pu repondre 
a ces questions. 

Prenons un systeme formel tel que celui de Peano ou celui de Zermelo-Fraenkel . 
Bien que nous ayons plusieurs regies de deduction a notre disposition, 
il est possible pour ecrire nos theoremes, de proceder de facon systematique. 

En effet, on peut numeroter les symboles de notre langage puis numeroter 
les termes et les formules et enfin puisque les demonstrations sont des 
suites finies de formules, chacune reliee aux precedentes par un nombre 
fini de regies, on peut numeroter les demonstrations^. 

Alors si nous prenons les demonstrations par ordre de numeros croissants, 
nous passons ainsi en revue tous les theoremes de notre systeme. 

La chose importante a comprendre est que si nous procedons de cette 
maniere systematique, les theoremes que nous obtenons successivement sont 
des enonces de longueur tres variable. Nous n' obtenons pas les theoremes 
par ordre de numeros croissants, il se peut en effet qu'une demonstration 
tres longue mene a un theoreme assez court pour lequel il n'y ait pas de 
demonstration plus courte. De telle sorte que si, a 1' inverse, nous nous 
donnons un enonce a priori et si nous cherchons a savoir si c'est un theoreme 
de notre theorie, il n'y a pas de borne superieure a la longueur des demons- 
trations a investiguer pour savoir si notre enonce est deductible ou non 
de nos axiomes. 

Les logiciens ont alors demontre les resultats suivants 

Si le systeme formel est suffisamment riche (grosso-modo s'il est au 
moins aussi riche que l'arithmetique de Peano), et s'il n'est pas contradictoire 
(c'est-a-dire s'il existe des enonces qui ne sont pas consequences des 
axiomes) alors 

1) II n' existe aucun algorithme (c'est-a-dire de methode programmable 
sur un ordinateur meme de memoire de capacite infinie) permettant de dire 
en un temps fini si un enonce est un theoreme ou non. 



7 Voir les exposes de J.-Y. Girard. 
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2) II existe meme des enonces tels que ni eux ni leur negation ne sont 
des theoremes. 

La premiere propriete s'exprime en logique par le fait que 1' ensemble 
des theoremes est un ensemble recursivement enumerable non recursif , ou 
encore en disant que pour un enonce, le fait d'etre un theoreme est une 
propriete semi-definie positive. 

Pour faire comprendre cela intuitivement prenons une analogie et consi- 
derons un ouvrier charge d' examiner un lot infini de pommes passant devant 
lui sur un tapis roulant . Si d'aventure il rencontre une pomme vereuse 
alors il est sur qu'il y a des pommes vereuses dans le lot, mais si nous 
imaginons que 1' ouvrier ne rencontre jamais de pommes vereuses alors 1' ouvrier 
ne saura jamais s'il y a des pommes vereuses ou non dans le lot. C'est 
moins trivial qu'il n'y parait si l'on pose maintenant la question existe-t-il 
un groupe de 10 zeros a la suite dans les decimales de \[2 ? Si l'on decouvre 
une telle suite, la reponse est positive, si on n'en trouve pas on ne sait 
pas repondre a la question. 

A moins que l'on ne dispose par bonheur d'une theorie dont un des theo- 
remes dit justement "II existe dans les decimales de y/2 un groupe de 10 
zeros a la suite". On ne connait pas actuellement de tel theoreme et on 
est done oblige de passer en revue les theoremes et si l'on ne trouve jamais 
de tel theoreme on est dans la meme situation qu'avant. 

Ce type de reflexion se rattache historiquement a l'intuitionisme que 
je ne puis aborder maintenant. 

La deuxieme propriete s' enonce en disant que le systeme est incomplet . 
Historiquement le premier enonce d'arithmetique ni prouvable ni refutable 
fut decouvert par Rosser ameliorant un travail prealable de Godel . A noter 
que quoique formellement indecidable cet enonce est intuitivement vrai. 
II en est de meme pour la traduction dans le langage de l'arithmetique 
de l'assertion "L'arithmetique est non contradictoire" . Cet enonce n'etant 
pas refutable on peut evidemment l'aj outer comme nouvel axiome sans risque 
nouveau de contradiction. Cependant la nouvelle theorie obtenue aura les 
memes tares d' indecidabilite et d'incompletude que l'ancienne. 

II. Fonctions recursives 

On peut demontrer dans ZF le theoreme suivant 
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Theoreme. Pour presque tout reel 9 > 1 pour la mesure de Lebesgue, la suite 
a n = reste de 8 n modulo 1, est equirepartie sur [0, 1], 
C'est-a-dire si [a, b] C [0, 1] 

nombre des a n G [a, b] pour n < N 
hm — = b — a. 

jvtoo N 

Ce qui est chagrinant par ailleurs c'est qu'on ne sait citer concretement 
aucun nombre 8>1 qui verifie la propriete. 

On a un theoreme d' existence mais ce theoreme ne permet pas de construire 
eff ectivement un objet dont on affirme 1' existence. 

Un nombre 6 reel en base 2 est une application de N dans {0,1}, quand 
pourra-t-on dire qu'une application de N dans lui-meme est eff ectivement 
calculable ? Une reponse a cette question est donnee par la theorie des 
fonctions recursives. 

Comme la notion de fonction "eff ectivement calculable" est intuitive 
et un peu floue, les mathematiciens lui preferent une notion plus precise 
(a priori plus restreinte) de fonction recursive. 

Les fonctions recursives d'entiers a valeurs entieres sont definies 
de la fagon suivante 

1) les projections de W l dans N sont recursives. 

(oi,. . .,Oi, ...,a n ) !->• ai 

2) les fonctions de 2 variables 

. + . 
. x . 

sont recursives^ 

3) si G, Hi, . . . , H n sont recursives la fonction composee G(H±, . . . , H n ) 
est recursive. 



8 La notation 1a designe la fonction indicatricc de Penscmble A : cllc vaut 1 au point x si x est 
dans A, zero sinon. 
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4) si G(ao, Oi, • • • , On) est recursive et si G verifie 
Vai, . . . , Vo n , 3a : G(a, Oi, . . . , a n ) = 
la fonction 

F(ai, . . . , a„) = le plus petit a tel que G(a, a±, . . . , a n ) — 

est recursive. 

Je vous renvoie aux livres sur la calculabilite effective ou sont developpes 
de proche en proche des exemples de fonctions recursives pour vous convaincre 
de ce qu'on appelle la these de Church , c'est-a-dire du fait que les fonctions 
eff ectivement calculables sont exactement les fonctions recursives. 

Nous dirons qu'un sous-ensemble de N est recursif si sa fonction indicatrice 
est recursive. 

II est clair que par application successives des regies 1) 2) 3) 4) 
on obtient un ensemble denombrable de fonctions : 1' ensemble des fonctions 
recursives est denombrable. Au demeurant la numerotation des fonctions 
recursives ne peut elle-meme etre recursive, par un argument diagonal simple : 
s'il existe une fonction recursive h(m,n) telle que lorsque m varie les 
fonctions n i— > h(m,n) soient toutes les fonctions recursives d'une variable, 
la fonction ni->/i(n,n)+l serait recursive et ne serait pas dans la liste. 

La particularite d'un ensemble non recursif A est qu'il n' existe aucun 
algorithme permettant de repondre a la question 

n e A ? 

c J est-a-dire de methode de calcul qui appliquee a n repondra en un nombre 
fini d'etape a la question nEA? 

Les fonctions recursives permettent de preciser la notion de "propriete 
semi-definie positive" grace a la notion rigoureuse d' "ensemble recursivement 
enumerable" : si n i— >■ f(n) est recursive, l'image de la fonction /, c'est- 
a-dire 1' ensemble {n \ 3m f(m) = n} est un ensemble recursivement enumerable. 
On peut montrer que c'est une classe d' ensembles plus vaste que celle des 
ensembles recursif s. Si A est un ensemble recursivement enumerable non 
recursif, alors la question n G A ? est semi-definie positive : si 
n£/l un calcul effectif nous le dira en un temps fini, mais si n ^ A, 
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il faut passer en revue tous les entiers pour s J assurer qu'aucun ne donne 
n comme image par / . 

Ainsi 1' application d'un quant if i cat eur existentiel devant une propriete 
recursive P(m,n) donnant 3mP(m,n) conduit a des ensembles de plus grande 
complexity. 

Le phenomene est analogue au fait que la projection sur R d'un borelien 
de IR 2 n'est pas en general un borelien (mais un ensemble analytique comme 
l'a montre Souslin, contrairement a ce que Lebesgue avait cru pouvoir af firmer) 

En revanche, on peut montrer que si A et son complementaire sont recur- 
sivement enumerables alors ils sont en fait recursifs. 

Un des resultats les plus celebres et lie a ce que j'evoquais au debut 
de 1' expose est le suivant 

Theoreme de Church. 

Considerons une numerotation effective des theoremes d 'une theorie non contra- 
dictoire qui contienne l'arithmetique alors l'ensemble des theoremes est non recursif. 

III. Exemples 

Nous allons maintenant donner quelques exemples de problemes recur- 
sivement insolubles. 

a) Dixieme probleme de Hilbert . 

Hilbert au congres international des mathematiciens a Paris en 1900 
proposait a la posterite une liste de 23 problemes dont la solution a son 
avis risquait de faire avancer les mathematiques. 

Le lOe probleme a trait aux equations diophantiennes, c'est-a-dire la 
resolution en nombres entiers d' equations polynomiales a coefficients entiers 
par exemple du type 

Ax 2 - xy 3 + 7z 5 + 1 = 0. 

La question posee par Hilbert etait la suivante 

Existe-t-il un algorithme permettant de dire si une equation diophantienne admet 
une solution ou non ? 

Hilbert s'interessait a ce probleme et attachait de 1' importance a la 
notion d' algorithme des cette epoque. 
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II s'agit done de trouver une methode permettant pour tout polynome 
a coefficients entiers, P(xi, . . . ,x n ) de dire s'il existe n nombres entiers 
Oi,...,a n , tels que P(ai, . . . , a n ) = ou non. 

La reponse a ete resolue par la negative par Yu. V. Matiyassevic en 
1970, prolongeant les travaux de Putnam, Davis et Julia Robinson. 

La demonstration permet de montrer le resultat plus precis suivant : 

II existe un polynome de 10 variables a coefficients entiers 

U(a,xi,...,x 9 ) 
tel qu 'il n 'existe aucun algorithme pour dire si les equations 

n fixe U(n, X\ , . . . , x%) = 
ont des solutions entieres ou non. 

Et comme sous-produit de la demonstration on obtient aussi 1' existence 
d'un polynome de 10 variables a coefficients entiers dont 1' ensemble des 
valeurs prises lorsque les variables parcourent les entiers est exactement 
1' ensemble des nombres premiers. 

Enfin, en traduisant le fait qu'on peut demontrer dans ZF la non-contra- 
diction du systeme de Peano, on obtient le resultat suivant : 

// existe un polynome de plusieurs variables a coefficients entiers P (que Von pour- 
rait ecrire explicitement) pour lequel e'est un theoreme de ZF que I 'equation P = 
n'a aucune solution entiere, mais pour lequel cette assertion n'est pas demontrable 
dans V arithmetique de Peano. 

La theorie ZF ameliore done notre connaissance de 1' arithmetique, nous 
reviendrons sur ce point en conclusion. 

b) Le probleme des mots pour un semi-groupe. 

On considere le semi-groupe libre a 2 generateurs e'est-a-dire les mots 
formes de 2 lettres a et b 

a, b, aa, ab, aba, . . . , abbabab, . . . 
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muni de la loi de composition qui est la juxtaposition sans parentheses 
done associative. 

Nous designons les mots par des lettres majuscules. On definit alors 
une relation d' equivalence sur 1' ensemble des mots de la fagon suivante : 

On prend deux mots A = abbabab et B = aaba par exemple et on pose 

A = B (e'est l'axiome) 

et on impose les regies suivantes entre mots 

C = C ^CD = C'D 
C = C =>EC = EC' 
FGH = FG'H ^G = G' 

Alors on peut montrer que : 

II existe des axiomes en nombre finis 

M = Bi, . . . ,A n = B n 

(qu'on peut ecrire effectivement) tels qu'il n 7 existe aucun algorithme permettant de 
resoudre la question 

E = F ? 

entre deux mots quelconques. 

c) Linguistique formelle. 

Je renvoie pour les details a Davis M. , "Unsolvable problems", in Hand- 
book of Mathematical Logic Barwise editor North Holland 1978. 

// n'y a pas d'algorithmes pour dire si deux grammaires sans contexte permettent une 
phrase commune ou non. 

Une grammaire est dite ambigue si elle permet des phrases ambigues e'est-a-dire 
dont la structure grammaticale peut etre de deux types dif ferents. Par 
exemple la phrase 

"Pourquoi crois-tu que Walesa est en prison ?" 
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est ambigue. Si pourquoi se rapporte au groupe "Walesa est en prison" 

elle recevra une reponse du type : 

Reponse : parce que les autorites ont juge qu'il etait dangereux. Si 

pourquoi se rapporte au groupe "crois-tu" elle recevra une reponse du type 

Reponse : parce que c'est ce que dit la presse. 

// n'y a pas d'algorithme permettant de dire si une grammaire formelle est ambigue 

ou non. 

d) Autre exemple . 

II n'y a pas d'algorithme permettant de dire si deux varietes de dimensions 
4 sont homeomorphes ou non. 

e) En revanche des theories plus faibles que l'arithmetique (dans lesquelles 
on ne peut pas faire la theorie des fonctions recursives ou celle des machines 
de Turing) peuvent etre decidables, c'est le cas pour la theorie de 1' addition 
de Presburger. Cette theorie a le meme langage que l'arithmetique de Peano 
excepte la fonction binaire .x., et les memes axiomes exceptes P5 et P6. 

Dans cette theorie 1' ensemble des theoremes est recursif . II existe 
un algorithme permettant de dire en un temps fini si une formule du langage 
est un theoreme ou non. Un enonce est soit prouvable soit refutable (i.e. 
sa negation est prouvable) : la theorie est complete. II existe une methode 
finitiste permettant de montrer que cette theorie est non contradictoire. 

IV. Quelques commentaires philosophiques : l'exemple et 
l'argument 

II est toujours assez hasardeux de tirer des consequences philosophiques 
de travaux scientif iques, d'une part ces commentaires sont parfois de peu 
d'utilite pour la recherche scientifique elle-meme, d'autre part c'est 
leur nature, semble-t-il, de vieillir assez rapidement . 

Si je m'y risque ici c'est pour critiquer quelque peu des conceptions 
philosophiques precisement fondees sur une certaine image de la science 
et des mathematiques en particulier. 

Une question qui a fait couler beaucoup d'encre depuis le 17e siecle 
est de concilier la fecondite du raisonnement mathematique avec sa nature 
rigoureuse. Les references sont abondantes, on peut citer, par exemple, 
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Pascal, Kant, Poincare, les positivistes logiques (Carnap, etc.). 

La decouverte de l'indecidabilite eclaire ce probleme d'un jour nouveau. 
II faut dire a ce sujet que si, de 1930 a la guerre, les positivistes logiques 
avaient bien "assimile" la formal is at ion des mathematiques decouverte 20 
ans plus tot, il n'en va pas de meme pour les questions relatives a l'indeci- 
dabilite qui fut elucidee pour une large part par des mathematiciens (Godel, 
Tarski) lies au cercle de Vienne lui-meme. Des lemons de ces travaux ne 
seront tires qu'apres la guerre chez Putnam, Quine, voire Chomsky, etc. 

A. Lorsqu'un mecanisme combinatoire est assez simple, on peut dire que 
tous les assemblages qu'il engendre sont "contenus" dans ses hypotheses 
et ses regies de formation, il ne reserve en verite aucune surprise et 
une connaissance rationnelle peut l'embrasser globalement . 

Au contraire lorsque le mecanisme atteint un certain niveau de complexite 
(caracterise par le fait que ses "outputs" forment un ensemble non recursif) 
alors il n'existe aucune methode de connaissance certaine des resultats 
de ces mecanismes autre que 1' experimentation du mecanisme lui-memd_|. 

On ne sait pas quels sont les theoremes de l'arithmetique, on ne connait 
que des exemples de tels theoremes. 

On peut dire en quelque sorte que le systeme quoique purement mecanique 
est d'une complexite suffisante pour que son developpement engendre en 
permanence des surprises. 

Dans la dualite classique entre determinisme et hasard un troisieme 
terme intervient qui est l'indecidable. Et pour reprendre 1' image tant 
commentee de Laplace : on pourrait dire que, quand bien meme seraient 
connues toutes les positions des molecules de l'univers et les champs de 
forces agissant sur elles que, sans qu'aucun hasard n'intervienne, leurs 
combinaisons ne cesseraient de nous reserver des surprises. 

Plusieurs auteurs contemporains dont Edgar Morin par exemple ont vu 



9 ou d'un autre mecanisme, lie au precedent ou le contenant, Cette nuance est 
epistemologiquement importante dans la mesure ou les systemes formels que sont AP ou ZF 
sont consideres par tous les mathematiciens comme absolument fiables. Cette conviction solide 
ne s'appuie evidemment pas sur une preuve formelle, sur quoi se fonde-t-elle ? II serait long 
de l'analyser. En tout cas ne pas croire a la coherence de ZF risque fort d'etre une attitude 
mathematiquement sterile. Le bon choix est de faire le pari, c'est l'argument pascalien avec cette 
difference qu'ici on y gagne meme en ce bas monde. 
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I 5 importance de la complexite dans les problemes epistemologiques (de la 

biologie surtout : ontogenese et phylogenese) . Helas, cette litterature 

est assez confuse et les liens avec les systemes formels ne sont pas clairement 

degages de tout le fourbi thermo-dynamico-inf ormationnel . Cependant d'importants 

travaux recents (Kolmogorov, Rabin, Blum, Constable, Chaitin, etc) tendent 

a preciser cette notion de complexite. 

B. Revenons aux mathematiques, ce que nous avons dit a 1' instant pourrait 
faire conclure qu'epistemologiquement c'est l'exemple qui est le plus fort. 
Cependant les choses ne sont, la encore, pas si simples. Nous ne savons 
pas manier les systemes formels en eux-memes sans attribuer une signification 
aux symbolea 10 !. Nous reussissons mieux a faire de la theorie que de la 
combinatoire. C'est la que 1' argument reprend sa place. 

Plutot que de chercher vainement une demonstration de telle conjecture 
arithmetique, on peut avec peut-etre plus de succes tenter de construire 
une theorie mathematique plus puissante que 1' arithmetique dans laquelle 
on a une bonne confiance et de regarder les propositions arithmetiques 
qu'elle permet de demontrer (cf. Ill in fine). C'est une des raisons 
qui poussent certains logiciens contemporains a rechercher des axiomes 
nouveaux a adjoindre a ZF, souvent ces axiomes sont d'un meme type : axiomes 
de l'infini. lis postulent l'existence d'un cardinal tres grand. Ces 
axiomes permettent de demontrer des theoremes d' arithmetique qu'on ne sait 
pas demontrer dans le systeme de Peano ni meme dans ZF. 

Dans cette course aux cardinaux tres grands le risque evident est de 
viser trop haut et d'aboutir a une theorie contradictoire. 

On peut dire en quelque sorte que les theories les plus fructueuses 
semblent etre parmi celles qui prennent le plus de risques vis-a-vis du 
probleme de non contradiction. On trouve une situation analogue a celle 
que decrit Popper a propos des sciences de la nature lorsqu'il dit qu'entre 
deux theories la plus interessante est celle qui prend le plus de risques 
vis-a-vis des sanctions de Inexperience. 

Mais la discussion ne s'arrete pas la. Les theories ne se laissent 
pas classer en ordre lineaire. II y a des fagons non comparables d'exprimer 



10 I1 n'est pour s'en convaincre que d'ecrire et d'essayer de demontrer sans aucune abreviation 
dans le langage de ZF que la limite uniforme d'une suite de fonctions reelles continues est continue. 
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qu'un cardinal est grand. Et de meme, pour les autres sciences 1 ; initiative 
revient au chercheur et c'est a lui d'assumer les risques engendres par 
son activite. 
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